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บทท่ี 5 
สมการเอกพันธท่ีมีสัมประสิทธ์ิเปนคาคงตวั 

สมการเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวสามารถเขียนอยูในรูปแบบ 
  เมื่อ a   เปนคาคงตัว  โดยที่  a  0ya'ya...yaya 01

)1n(
1n

)n(
n =++++ −

− n10 a,...,a, 0n ≠

หรือเขียนอยูในรูปตัวดําเนินการไดเปน 
     P(D) y      =   0     (1)  
เมื่อ    01

1n
1n

n
n aDa...DaDa)D(P ++++= −

−

  ผลเฉลยของสมการ(1) ตองเปนฟงกชันที่มีคุณสมบัติ วาการรวมเชิงเสนของฟงกชันกับอนุพนัธของฟงกชัน 
อันดับ 1 ถึงอันดับ n มีคาเปน 0  ซ่ึงฟงกชันดังกลาวควรเปนฟงกชันทีม่ีคุณสมบัติที่ทําใหอนุพนัธของฟงกชัน
เทากับคาคงตวัคูณ ฟงกชันเดิม 

 นั่นคือ      cf
dx

fd
k

k

=

(P

    k  =   1 , 2 , ... 

ฟงกชันที่มีคณุสมบัติดังกลาวมีฟงกชันเอกซโปเนนเชยีล คือ   เมื่อ r เปนคาคงตัว 
และสังเกตวาถาแทนคา ในสมการ (1) เราจะได   
      

rxe)x(f =
rxey =

0e)D rx =

         
 และเนื่องจาก     ดังนั้น    จะเปนผลเฉลยของสมการ (1)  
ถา r เปนผลเฉลยของสมการพหุนาม  
     (2) 
ซ่ึงจะเรียกสมการ (2) นีว้า สมการชวย (Characteristic equation or auxiliary  equation)  ของสมการ (1) 
เนื่องจาก  P(r) เปนพหนุาม ระดับขั้น n ซ่ึงจะมีรากไดไมเกิน  n ราก ซ่ึงจะพิจารณา 3 กรณี คือ 
 กรณีท่ี 1  รากทุกตัวเปนจํานวนจริงท่ี มีคาตางกนัท้ังหมด 
 กรณีท่ี 2  รากทุกตัวเปนจํานวนจริงท่ี มีบางรากมีคาเทากนั (คาซ้ํากัน) 
 กรณีท่ี 3  รากเปนจํานวนเชิงซอน 
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กรณีท่ี 1 รากของสมการชวยที่มีคาตางกันทั้งหมด 
 ให        เปนรากที่เปนจํานวนจริงตางกันทั้งหมดของสมการชวย P(r) = 0 
ดังนั้น       ตางเปนผลเฉลยของสมการเอกพันธ P(D)y = 0 
ตอไปจะแสดงวา   e เปนอิสสระเชิงเสนตอกนัทุกคา x  
 ให   เปนจํานวนจริงทีแ่ตกตางกัน ที่   r

n21 r,...,r,r
xr1 e2y,e =

xr1 e,

nr

xr
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xr
1

n2 ey,...,y ==
xrxr n2 e,...,

2 ,...,r,1r n21 r...r <<<   และ c เปนจํานวนจริงที่ทําให 
             ทุก x ที่เปนจํานวนจริง  
นํา   คูณตลอด จะได    c  

n21 c,...,c,

0cn =+

0e xr
n

n =

ec... r(
1n

x) n2 ++ −
−

c...++

e rr(
2
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ecec xr
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xr
1

21 +
xrn− ce x)rr(

1
n1 +−e x)rn1−

หาลิมิต เมื่อ x เขาใกล   จะได           ∞ 0cn =  
ในทํานองเดียวกัน นํา  e  คูณตลอด  จะได     0cx1n−r−

1n =−  
ทําในทํานองเดียวกัน จะไดวา  0c,...,c,c n21 =

นั่นคือ     เปนอิสสระเชิงเสนตอกันทกุคา x ที่เปนจํานวนจริง  
จึงทําใหได ทฤษฏีตอไปนี้   
 
ทฤษฎีบท 5.1   สมการเอกพนัธ  P(D)y = 0  
  ถามี เปนรากทีเ่ปนจํานวนจริงตางกันทั้งหมดของสมการชวย P(r) = 0 
  แลว ผลเฉลยทั่วไปคือ เมื่อ เปนคาคงตัวใด ๆ 
 

ตัวอยาง 5.1  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ   

xrxrxr n21 e,...,e,e
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วิธีทํา           จากสมการอนพุันธ จะมีสมการชวยคือ   r2 - 3r + 2     =  0  
              (r - 1)(r - 2)   =  0 
      r      =  1, 2 
 ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ    y     =      c1ex + c2e2x      # 
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กรณีท่ี 2  รากของสมการชวยที่รากทุกตวัเปนจํานวนจริงและมีบางรากมีคาเทากัน (คาซ้ํากัน) 
 พิจารณา P(D)y = (D - a)ny  =   0   ซ่ึงจะมีสมการชวย P(r) = ( r - a)n  =  0 มีผลเฉลยคือ r = a,a,..., a (n ตัว ) 
 ดังนั้นจะได y = eax  เปนผลเฉลยหนึ่งของสมการอนุพันธ  (D - a)ny  =   0 แตไมใชผลเฉลยทั่วไป 
 โดย  ทฤษฎีบท 4.1.5 ให  y = veax   แทนในสมการ  (D - a)ny  =   0 ได 
 0  =   (D - a)n veax    =   eax Dnv    (ตามคุณสมบัติขอ (2) ในหวัขอ 4.3)  
           ซ่ึงสมการจะเปนจริงกต็อเมื่อ  Dnv = 0 และ      
 Dnv = 0  ก็ตอเมื่อ  v =  c1 +  c2x + ...+ cnxn-1   เมื่อ เปนคาคงตัวใด ๆ 
 ดังนั้น เปนผลเฉลยของสมการอนุพันธ  (D - a)

n21 c,...,c,c

exc ax1n
n =−

ax1n
n21 e)xc,...,xcc(y −+=

ax1naxax ex,...xe, −

n2 c,...,c,

ny  =   0  
ตอไปจะแสดงวา   e  เปนอิสสระเชิงเสนตอกันทุกคา x ที่เปนจํานวนจริง  
ให   เปนจํานวนจริงที่ทําให  1c 0...xecec ax

2
ax

1 +++

      
เนื่องจาก    จะไดวา                 
จาก  แบบฝกหัด 4.1   ขอ 8  จะไดวา   

0e)xc...xcc( ax1n
n21 =+++ −

0xc...xcc 1n
n21 =+++ −

0c...c n2

0eax ≠

c1 ====  
นั่นคือ  e เปนอสิสระเชิงเสนตอกันทุกคา x ที่เปนจํานวนจริง  
จึงทําใหได ทฤษฏีตอไปนี้   
  
ทฤษฎีบท 5.2   สมการเอกพนัธ P(D)y  =  (D - a)

ax1n ex −

r c...e 1 ++

axax ,...xe,

xr
2

x ec 2+

ny  =   0  ซ่ึงมีสมการชวย P(r) = ( r - a)n  =  0    
  จะมีผลเฉลยทัว่ไปคือ   เมื่อ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 
 
จาก ทฤษฎีบท 5.1  และ ทฤษฎีบท 5.2  ทําใหไดวา ถา  สมการเอกพันธ P(D)y   =   0 อยูในรูป 
Q(D)(D - a)

ax1n
n21 e)xc...xcc( −+++=

21 r,r,

ax1m
n2k e)xc...xc −

+ +++

y

1kc +

n21 c,...,c,

kr

n2 c,...,c,

m y  =  0  ซ่ึงมีสมการชวย P(r) = Q(r)( r - a)m  =  0 โดยที่ a   เปนรากที่เปนจาํนวนจริง
ตางกันทั้งหมดและ a เปนรากที่ซํ้ากัน m คา ซ่ึง m + k = n แลวผลเฉลยทั่วไปคือ   

  เมื่อ c  เปนคาคงตัวใด ๆ 
 

ตัวอยาง 5.2  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  
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วิธีทํา           จากสมการอนพุันธ จะมีสมการชวยคือ   r3 - 4 r2 - 3r + 18     =  0  
              (r + 2)(r - 3)2   =  0 
      r      =  -2, 3 , 3  
 ดังนั้น ผลเฉลยทั่วไปคือ          # 
 
 

c=y
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กรณีท่ี 3  รากเปนจํานวนเชิงซอน 
 ถาสมการชวย P(r) =  0  มีรากเปนจํานวนเชิงซอน  a + bi เมื่อ a, b เปนจํานวนจริง และ 1−=i     
และเนื่องจากสัมประสิทธิ์ของ P(r) เปนจํานวนจริง เราจะไดวา สังยุค(conjugate) ของ a + bi คือ a - bi  
เปนรากของ P(r) = 0 ดวย ดังนั้นในสวนของรากของสมการชวยเปนจํานวนเชิงซอนจะมีผลเฉลยของสมการเชิง
อนุพันธ  
 P(D)y = 0 เปน   x)bia(

2
x)bia(

1 ececy −+ +=

และโดยเอกลกัษณของออยเลอร (Euler  identity) ดังนี้ 
 eiq   =   cos q  +  i sin q  ,    e-iq  =   cos q  -  i sin q 
จะได       y =    c1 e(a+bi)x  +  c2 e(a-bi)x 
   =    c1 eax eibx  +  c2 eax e-bxi 
   =    eax [c1  (cos bx + i sin bx) + c2 ( cos bx - i sin bx)] 
   =    eax [(c1 + c2 ) cos bx  +  i(c1 - c2 ) sin bx] 
   =    eax (A cos bx  +  B sin bx)     โดยที่   A  =  c1 + c2   และ  B  =  i(c1 - c2 ) 
เพื่อที่ผลเฉลยสวนนี้ คือ  eax (A cos bx  +  B sin bx)  จะเปนจํานวนจริง  คาของ A  และ B  ตองเปน 
จํานวนจริง ซ่ึงจะเปนจริงไดเมื่อ c1  กับ c2   ตองเปนจํานวนเชิงซอนที่สังยุคกัน แตอยางไรก็ตามเราอาจพิสูจน
โดยตรงไดวา สําหรับสมการชวย P(r) = 0  มีรากเปนจํานวนเชิงซอน  a + bi  และ  a - bi แลว  
eax cos bx และ eax sin bx เปนผลเฉลยของสมการอนุพันธ  P(D) y  =  0     ดังทฤษฏีตอไปนี้   
 ทฤษฎีบท 5.3   สมการเอกพนัธ P(D)y  = ((D - a)2+b2)y  =  0 เมื่อ b ≠ 0  ซ่ึงมีสมการชวย P(r) = ( r - a)2 + b2  =  0  
  ซ่ึงมีรากเปนจาํนวนเชิงซอน a + bi และ a - bi    
  จะมีผลเฉลยทัว่ไปคือ   y = eax (A cos bx  +  B sin bx)  เมื่อ A, B  เปนคาคงตัวใด ๆ 
พิสูจน  จาก ((D-a)2 + b2) eax cos bx   =  (D-a)2eax cos bx  + b2 eax cos bx 
     = (D-a)(D-a) eax  cos bx  + b2 eax cos bx 
     = (D-a) eax  D cos bx  + b2 eax cos bx  
     = (D-a) eax  (-bsin bx)  + b2 eax cos bx 
     =  eax  D(-bsin bx) + b2 eax  cos bx 
     =  -b2 eax  cos bx  + b2 eax  cos bx 
     =  0  
 ดังนั้น eax cos bx เปนผลเฉลยของสมการ 
            ในทํานองเดียวกนั เราสามารถแสดงไดวา eax sin bx เปนผลเฉลยของสมการดวย 
            ตอไปจะแสดงวา  eax  cos bx และ   eax sin bx  เปนอิสระเชิงเสน  
           ให c1, c2 เปนจํานวนจริงที่ทําให   c1 eax  cos bx  +  c2 eax  sin bx   = 0  
           ดังนั้น        eax  (c1 cos bx  +  c2sin bx  )     = 0  
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  จาก eax    0  จะไดวา      c≠ 1 cos bx  +  c2sin bx       = 0  
            และ cos bx และ sin bx  เปนอิสระเชิงเสน  ดังนั้น c1 =  c2  = 0   
            นั่นคือ ผลเฉลยทั่วไปคือ   y = eax  (A cos bx  +  B sin bx)  เมื่อ A, B  เปนคาคงตัวใด ๆ   # 
 
ในกรณีที่สมการชวย P(r) = 0 มีรากเปนจํานวนเชิงซอน  a + bi ซํ้ากัน k ราก ก็จะมีรากเปน จํานวนเชิงซอน   a - bi 
ซํ้ากัน k รากดวย ดงันั้นจะมผีลเฉลยสวนที่สมนัยกับราก a + bi และ a - bi   ดังนี ้
      y   =   (c11 + c12x + ... + c1k xk-1) e(a+bi)x  +   (c21 + c22 x + ... + c2kxk-1) e(a-bi)x 
           =  eax (c11 + c12x + ... + c1k xk-1) (cos bx + i sin bx)  + eax [c21 + c22 x + ... + c2kxk-1](cos bx - i sin bx) 
          =   eax [(A1+ A2 x+... + Ak xk-1) cos bx  + (B1 + B2x + ... + Bk xk-1) sin bx] 
โดย Aj =  c1j  + c2j และ  Bj  =  i(c1j - c2j )   ,  j  =  1 , 2 , ... , k  
 
ตัวอยาง 5.3  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  (D2 + 1)y  =  0 
วิธีทํา  สมการชวย คือ    r2 + 1  =   0 
   r =    i, -i 
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไป คือ    y   =  A cos x + B sin x     # 
 
ตัวอยาง 5.4 จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  (D3- 3D2+ 9D + 13)y  =  0 
วิธีทํา  สมการชวย คือ   r3 - 3r2 + 9r + 13 =    0 
   (r + 1)(r2- 4r + 13) =    0 
     r =    -1 , 2 + 3i , 2 - 3i 
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไป คือ    y   =   c1e-x  +  e2x(c2 cos 3x + c3 sin 3x)    # 
 
ตัวอยาง 5.5  จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  (D7 + 8D5 + 16D3)y   =   0 
วิธีทํา   สมการชวย คือ     r7 + 8r5 + 16r3  =   0 
      r3(r4 + 8r2 + 16) =   0 
        r3(r2 + 4)2  =   0 
    r =   0, 0,  0 , 2i , 2i , -2i , -2i 
ดังนั้นผลเฉลยทั่วไป คือ   y   =   c1 + c2x + c3x2 +  (c4 + c5x) cos 2x  +  (c6 + c7x) sin 2x  # 
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แบบฝกหัด 5 
  
จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการในขอ 1. ถงึขอ 24 
1. (D2 - 5D + 6)y  =  0   2. (D2 - 2D - 3)y  =  0 
3. (4D2 - 12D + 5)y  =  0   4. (3D2 - 14D - 5)y  =  0  
5. (D3 - 3D2 - D + 3)y  =  0   6. (D3 - 6D2 + 5D + 12)y  =  0    
7. (D2 - 8D + 16)y  =  0   8. (4D2 + 4D + 1)y  =  0  
9. (D2 - 4D - 13)y  =  0   10. (D2 + 6D + 25)y  =  0 
11. (D2 + 9)y  =  0    12. (4D2 + 1)y  =  0 
13. (D3 - 5D2 + 7D - 3)y  =  0   14. (4D3 + 4D2 - 7D + 2)y  =  0 
15. (D3 - 6D2 + 12D - 8)y  =  0  16. (D3 + 4D2 + 5D + 6)y  =  0 
17. (D3 - D2 + D - 1)y  =  0   18. (D4 + 8D2 + 16)y  =  0 
19. (D5 - 2D4 + D3 )y  =  0   20. (D4 - D3 - 3D2 + D + 2)y  =  0 
21. (D4 - 3D3 - 2D2 + 2D + 12)y  =  0  22. (D4 + 6D3 + 15D2 + 20D + 12)y  =  0 
23. (D4 + 1)y  =  0    24. (D5)y   =  0 
 จงหาผลเฉลยของปญหาเงื่อนไขคาเริ่มตนในขอ 25. ถึงขอ 30 
25.  (D3 - 2D2 - 5D + 6)y  =  0    ;  y(0)  =  1 , y'(0)  =  -7  , y"(0)  =  -1 
26. (D3 - 6D2 + 11D - 6)y  =  0  ;  y(0)  =  0 , y'(0)  =  0  , y"(0)  = 2 
27. (D3 - 2D2 + 4D - 8)y  =  0   ;  y(0)  =  2 , y'(0)  =  0  , y"(0)  = 0 
28. (D3 - 3D2 + 4)y  =  0   ;  y(0)  =  1 , y'(0)  =  -8  , y"(0)  = -4 
29. (D3 - 5D2 + 9D - 5)y  =  0   ;  y(0)  =  0 , y'(0)  =  1  , y"(0)  = 6 
30. (D4 + 3D3 + 2D2)y    =   0  ;   y(0)  =  0 , y'(0)  =  4  , y"(0)  = -6 , y'"(0)  =  14 
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