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บทท่ี 6 
สมการไมเอกพันธท่ีมีสัมประสิทธ์ิเปนคาคงตัว 

สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวสามารถเขียนอยูในรูปแบบ 
   =   f(x)   เมื่อ  เปนคาคงตัว  โดยที่  a  ya'ya...yaya 01
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 และ  f(x) เปนฟงก็ชันทีน่ิยามบนชวงใดชวงหนึ่งของจํานวนจริง และ f(x)  ≠   0 
หรือเขียนอยูในรูปตัวดําเนินการไดเปน  P(D) y      =   f(x)       
เมื่อ   P(D)  =  a  
 สมการ (1) มผีลเฉลยดังไดกลาวมาในทฤษฎีบท 4.2.2 คือ   y   =   y
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c + yp 
yc เรียกผลเฉลยเติมเต็ม ซ่ึงกคื็อผลเฉลยทั่วไปของสมการเอกพันธสัมพทัธของสมการ (1) (P(D)y = 0)ซ่ึงเรียน
มาแลวในบทที่ 5 
 สวน yp  เรียกผลเฉลยเฉพาะของสมการและจะกลาวถึงการหาในบทนี ้
 การหาผลเฉลยเฉพาะ yp ในบทนี้จะกลาวถึง 3 วิธีดวยกนั คือ 
 (1)  การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวิธีเทยีบสัมประสิทธิ์ (undetermined coefficients) 
 (2)  การหาผลเฉลยเฉพาะดวยตัวดําเนนิการผกผัน (inverse operator) 
 (3)  การหาผลเฉลยเฉพาะดวยวิธีแปรตวัแปรเสริม (variation of parameters) 
6.1  การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวิธีเทียบสัมประสิทธ์ิ  
 การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการไมเอกพนัธโดยวิธีเทยีบสัมประสิทธิ์นี้จะทําไดเฉพาะเมื่อ ฟงกชัน f(x) ในสมการ 
P(D)y = f(x) เปนฟงกชันในรูปแบบ xn , eax  ,cos bx , sin bx และหรือผลคูณ หรือผลบวกของฟงกชันเหลานี้เทานั้น  
ถาหาก f(x) ไมอยูในรูปแบบนี้จะหาผลเฉลยโดยวิธีเทยีบ สัมประสิทธิ์นี้ไมได  
หลักการคือจะพยายามเแปลงสมการ P(D)y = f(x) ไปเปนสมการเอกพนัธ  Q(D)y = 0 
ปญหาคือเราตองหาตัวดําเนนิการเชิงอนุพนัธที่จะกระทํา f(x) แลวได 0   
 โดยการพิจารณาขบวนการหาผลเฉลยของสมการเอกพนัธทําใหทราบวา  
ถา f(x) มีพจน  xk-1  เราสามารถใชตัวดําเนนิการ  Dk   ดําเนินการกับ  f(x) แลวจะได 0 
    f(x) มีพจน  eax   เราสามารถใชตัวดําเนนิการ   D - a  ดําเนินการกับ  f(x) แลวจะได 0 
    f(x) มีพจน   xk-1 eax  เราสามารถใชตัวดาํเนินการ  (D - a)k   ดําเนินการกับ  f(x) แลวจะได 0 
    f(x) มีพจน   eax cos bx และหรือ  eax sin bx  เราสามารถใชตัวดําเนินการ  
             [D - (a + bi)][D - (a - bi)] หรือก็คอื [(D - a)2+ b2]  ดําเนนิการกบั  f(x) แลวจะได 0 
    f(x) มีพจน   xk-1 eax cos bx และหรือ  xk-1 eax sin bx  เราสามารถใชตัวดําเนินการ  
              [(D - a)2+ b2]k  ดําเนนิการกับ  f(x) แลวจะได 0 
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ตัวอยาง 6.1.1 
 (1)   f(x)  =  4 e2x - 3x            แลว  (D - 2)D2f(x)  =   0 
 (2)   f(x)  =  1 + 4xex+ sin 3x  แลว   D(D - 1)2(D2+ 9) f(x)   =  0 
 (3)   f(x)  =  - 2x e2x cos 5x    แลว  [(D - 2)2+ 25]2f(x)   =  0      # 
 พิจารณาสมการไมเอกพันธ 
   P(D) y =   f(x)      (1) 
มีสมการเอกพนัธสัมพัทธเปน 
   P(D) y =   0      (2) 
สมการชวยของ (2) คือ  P(r)   =   0 
สมมติมีรากของสมการชวย คือ r  =  r1, r2, ...,rn ก็จะไดผลเฉลยเติมเต็ม yc  ซ่ึงก็คือผลเฉลยทั่วไปของสมการ (2) 
 ในการหา yp  
นํา Q(D) ซ่ึงเปนตัวดําเนินการ ดําเนินการกับ f(x) แลวได 0  ดําเนนิการในสมการ (1)  ได 
    Q(D) P(D) y =   Q(D) f(x) =   0    (3) 
สมการ (3) มสีมการชวย Q(r) P(r)  =  0 ซ่ึงจะมีรากเปน 
  r  =   r1, r2, ... , rn, s1,s2, ... , sk 
ดังนั้น สมการ (3) มีผลเฉลย 2 ชุดรวมกนั คือชุดที่ไดจาก  r1, r2, ... , rn ซ่ึงคือผลเฉลย yc  
กับอีกชุดไดจาก  s1,s2, ... , sk  เรียกผลเฉลยชุดนี้วา yq  นั่นคือ ผลเฉลยของสมการ (3 )คือ 
   y   =   yc  +  yq 
 พิจารณา yp  ผลเฉลยเฉพาะของสมการ (1) จะเห็นไดวา 
  Q(D) P(D) yp   =  Q(D) f(x) =   0     
ดังนั้นจะเห็นวา  yp ก็เปนผลเฉลยของสมการ (3) ดวย ดังนั้น yp  สามารถเขียนอยูในรปูผลบวกของ   yc  +  yq  
แตเนื่อง จาก  yp  เปนอิสระเชิงเสนกับ yc   ทําใหไดวา  yp   สามารถหาไดจาก  yq โดยการหาคาคงตวัที่สอดคลอง
สมการ  
    P(D)yq =   f(x)    
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ตัวอยาง 6.1.2  จงหาผลเฉลยของสมการ  (D2+ 4) y  =  5ex  
วิธีทํา  สมการเอกพันธสัมพทัธ คือ   (D2+ 4) y =  0 
มีสมการชวยเปน r2 +  4 =  0 
       r =   2i 
ดังนั้นได  y

±

c =    c1cos 2x  +  c2sin 2x 
เนื่องจาก  f(x) =    5ex 
ดังนั้นสมการ  Q(D) P(D) y =    Q(D) f(x) =   0     จึงไดเปน 
  (D - 1)(D2+ 4) y =   (D - 1)(  5ex )  =    0 
มีสมการชวย  (r - 1)(r2+ 4) =  0 
   r =   ± 2i , 1 
จะไดผลเฉลยของสมการ Q(D) P(D) y  =  0 เปน 
            y   =    c1cos 2x  +  c2sin 2x  + c3ex 
แต y   =   yc  +  yq   และ          yc  =   c1cos 2x  +  c2sin 2x 
ดังนั้น           yq =   c3ex 
หาคา c3 จากสมการ       (D2+ 4) yq   =  5ex  
ดังนั้น                        5c3 ex =  5ex  
เทียบสัมประสิทธิ์ได                c3      =  1 
ดังนั้นไดผลเฉลยเฉพาะ คือ          yp  =   ex 
และผลเฉลยทั่วไปเปน y   =   c1cos 2x  +  c2sin 2x  +  ex    # 
 
ตัวอยาง 6.1.3  จงหาผลเฉลยของสมการ  (D2+ 4) y  =  4x2 
วิธีทํา  สมการเอกพันธสัมพทัธ คือ   (D2+ 4) y =  0 
มีสมการชวยเปน    r2 +  4 =  0 
         r =  ±  2i 
ดังนั้นได    yc =    c1cos 2x  +  c2sin 2x 
 
เนื่องจาก    f(x)    =   4x2 
ดังนั้นสมการ       Q(D) P(D) y     =    Q(D) f(x) =   0     
จึงไดเปน   (D3)(D2+ 4) y   =   (D3)(  4x2) =  0 
มีสมการชวย    (r3)(r2+ 4)      =  0 
    r        =   ±  2i ,  0,  0,  0 
จะไดผลเฉลยของสมการ   Q(D) P(D) y  =  0  
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เปน             y                =    c1cos 2x  +  c2sin 2x  +  c3 + c4 x  +  c5 x2 
แต y   =   yc+ yq    และ        yc              =   c1cos 2x  +  c2sin 2x 
ดังนั้น    yq       =  c3 + c4 x  +  c5 x2 
หาคา c3 , c4 , c5  จากสมการ     (D2+ 4) yq      =  4x2 
ดังนั้น   2c5+ 4c3 + 4c4 x + 4c5x2      =    4x2 
เทียบสัมประสิทธิ์ได             2c5+ 4c3     =    0 
    4c4      =   0 
    4c5       =   4 
ซ่ึงจะได      c3  =   

2
1

−    ,  c4  = 0 , c5  = 1  

ดังนั้นไดผลเฉลยเฉพาะ คือ    yp  =  
2
1

−   +  x2  

และผลเฉลยทั่วไปเปน   y   =   c1cos 2x  +  c2sin 2x  
2
1

− +  x2   # 

 
ตัวอยาง 6.1.4  จงหาผลเฉลยของสมการ  (D2- 3D - 4)y   =   16x - 50 cos 3x 
วิธีทํา  สมการเอกพันธสัมพทัธ คือ   (D2- 3D - 4)y   =  0 
สมการชวย คอื (r2- 3r - 4)   =  0 หรือ   (r + 1)(r - 4)  =  0 
    r =   -1 ,4 
ดังนั้น    yc =    c1e-x  +  c2e4x 
เนื่องจาก           f(x)       =   16x - 50 cos 3x 
ดังนั้นสมการ   Q(D) P(D) y =    Q(D) f(x) =   0 คือ 
      D2(D2+ 9)(D + 1)(D - 4)y =    D2(D2+ 9)(16x - 50 cos 3x) =   0 
มีสมการชวย   r2(r2+ 9)(r + 1)(r - 4) =   0 
    r =   0 , 0 , ± 3i , -1 , 4 
ดังนั้นมีผลเฉลย      y    =   c1ex+ c2e4x + c3 + c4 x  +c5cos 3x + c6sin 3x 
ดังนั้น    yq =  c3 +  c4 x  + c5cos 3x + c6sin 3x 
หา     =    c'

qy
"
qy

4  -  3c5sin 3x  +  3c6 cos 3x 
และ     =   - 9c5cos 3x  -  9c6 sin 3x 
หาคา c3 , c4 , c5  จากสมการ (D2- 3D - 4)yq   =   16x - 50 cos 3x 
ดังนั้น 
- 9c5cos 3x  -  9c6 sin 3x  - 3c4  +  9c5sin 3x  -  9c6 cos 3x  - 4 c3 - 4 c4 x  - 4c5cos 3x - 4c6sin 3x  
      =  16x - 50 cos 3x 
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หรือ   - 4c3 - 3c4 - 4c4x - (13c5 + 9c6)cos 3x + (9c5 - 13c6)sin 3x =   16x - 50 cos 3x 
เทียบสัมประสิทธิ์ได     - 4c3 - 3c4 =    0 
    - 4c4 =   16 
       -13c5 - 9c6 =   - 50 
       9c5 - 13c6 =    0 
ซ่ึงจะได    c3  =  3 ,  c4  =  - 4  ,  c5  =   

5
13   ,  c6  =  

5
9  

ดังนั้นผลเฉลยเฉพาะ  yp =    3  -  4x  + 
5

13 cos 3x  +  
5
9 sin 3x 

ผลเฉลยทั่วไป           y   =  c1ex+ c2e4x + 3  -  4x  +  
5

13  cos 3x  +  
5
9 sin 3x # 

 
ตัวอยาง 6.1.5   จงหาผลเฉลยของสมการ  (D4+ D2 )y   =   3x2 + 4sin x - 2 cos x 
วิธีทํา  สมการเอกพันธสัมพทัธ คือ  (D4+ D2 )y  =  0 
สมการชวย คอื   (r4 + r2)  =  0 หรือ   r2(r2+1) =  0 
            r  =   0, 0,   i 
ดังนั้น          y

±

±

c  =    c1+ c2x + c3sin x + c4 cos x 
เนื่องจาก               f(x)   =   3x2 + 4sin x - 2 cos x 
ดังนั้นสมการ   Q(D) P(D) y   =    Q(D) f(x) =   0 คือ 
           D3(D2+1)(D4+ D2 )y  =    D3(D2+1) (3x2 + 4sin x - 2 cos x ) =   0 
มีสมการชวย   r3 ( r2+1) (r4+r2)    =   0 
   r =   0,  0,  0, 0 , 0 ,  i ,  ±  i 
ดังนั้นมีผลเฉลย       y    =    c1+ c2x + c3sin x + c4 cos x + c5x2 + c6x3 + c7x4 + c8 x cos x + c9 x sinx 
ดังนั้น  yq =    c5x2 + c6x3 + c7x4 + c8 x cos x + c9 x sinx 
เพื่อความสดวกให   yq =    Ax2 + Bx3 + Cx4 + D x cos x + E x sinx  เมื่อ A , B,  C,  D,  E เปนคาคงตัว 
หา    =     2Ax  + 3Bx'

qy
"
qy
'"
qy

)4(
qy

2 +4Cx3 + D cos x –D x sinx +E sinx +E xcosx 
   =    2A + 6Bx + 12Cx2 - 2Dsinx  - Dxcosx + 2Ecosx   - Exsinx 
   =    6B + 24Cx - 3Dcosx + Dxsinx  - 3Esinx - Excosx  
และ   =    24C + 4Dsinx  + Dxcosx  - 4Ecosx  + Exsinx   
หาคา A,B, C, D, E  จากสมการ (D4+ D2 )yq   =   3x2 + 4sin x - 2 cos x 
ดังนั้น  24C + 4Dsinx  + Dxcosx  - 4Ecosx  + Exsinx  +  2A + 6Bx + 12Cx2 - 2Dsinx  - Dxcosx +  
2Ecosx   - Exsinx   =   3x2 + 4sin x - 2 cos x 
หรือ  24C +  2A  + 6Bx + 12Cx2 + 2Dsinx - 2Ecosx  =   3x2 + 4sin x - 2 cos x 
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เทียบสัมประสิทธิ์ได    24C +  2A =     0 
   6B =     0 
       12C =     3 
       2D =    4 
            - 2E  =   - 2 
ซ่ึงจะได   A = -3 , B = 0 ,C =  

4
1   , D = 2 , E = 1  

ดังนั้นผลเฉลยเฉพาะ yp  =  -3x2 + 
4
1  x4 + 2xcosx + xsinx   

ผลเฉลยทั่วไป y   = c1+ c2x + c3sin x + c4 cos x - 3x2 + 
4
1 x4 + 2xcosx + xsinx    # 

ขอสังเกต     การไดมาซึ่ง yq เราอาจพิจารณาดังตอไปนี้  
1. ถา f(x) มีพจนพหนุาม Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + ....+ an xn แลว  
         yq  จะมพีจน xs(A0 + A1x + A2x2 + ....+ Anxn ) 
2. ถา f(x) มีพจน Pn(x) eax      แลว  yq  จะมพีจน xs(A0 + A1x + A2x2 + ....+ Anxn ) eax  
3. ถา f(x) มีพจน Pn(x) eax sinbx และ หรือ  Pn(x) eax cosbx      แลว yq  จะมีพจน  
     xs [(A0 + A1x + A2x2 + ....+ Anxn ) eax sinbx  + (B0 + B1x + B2x2 + ....+ Bnxn )eax cosbx  ] 
เมื่อ s เปนจํานวนเต็มท่ีมากกวาหรือเทากับศูนย และ  มีคานอยท่ีสุดท่ีทําให  yq ไมมีพจนที่ซํ้ากับ  yc 
 
จากตัวอยาง 6.1.2  f(x) =  5ex แลว yq   =  xs(Aex)  และ s = 0   เพราะ yq ไมมีพจนที่ซํ้ากบั  yc 
    ตัวอยาง 6.1.3  f(x) =  4x2  แลว yq  = xs (A0 + A1 x  +  A2 x2 ) และ s = 0  เพราะ yq ไมมีพจนที่ซํ้ากับ yc 
    ตัวอยาง 6.1.4  f(x) =  16x - 50 cos 3x   แลว   yq =  xs (A0 + A1 x ) + xr( B0cos 3x + B1sin 3x )  
          และ s = 0 , r = 0 เพราะ yq ไมมีพจนทีซํ้่ากับ  yc  
    ตัวอยาง 6.1.5  f(x) =  3x2 + 4sin x - 2 cos x  แลว     yq =  xs (A0 + A1x + A2x2 ) + xr( B0cos x + B1sin x )  
          และ s = 2 , r = 1 เพราะ yq มีพจนที่ซํ้ากับ  yc 
ตัวอยาง 6.1.6  จงหา  yq จากสมการ  (D-2)3(D2+9) y  =  x2e2x + x sin 3x 
วิธีทํา  สมการเอกพันธสัมพทัธ คือ (D-2)3(D2+9) y  =  0 
สมการชวย คอื   (r - 2)3(r2+  9)    =  0  
   r =   2, 2, 2,   ± 3i 
ดังนั้น   yc =    c1e2x + c2xe2x + c3x2e2x  + c4 sin 3x + c5 cos 3x 
เนื่องจาก        f(x)   =  x2e2x + xsin 3x 
ดังนั้น             yq  =  xs (A0 + A1x + A2x2 )e2x  + xr[ (B0 + B1x)cos 3x + (C1+C2x)sin 3x ]  
          และ s = 3 , r = 1 เพราะ yq มีพจนที่ซํ้ากับ  yc  
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แบบฝกหัด 6.1 
         จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการในขอ 1. ถึงขอ 16. 
1. (D2 - 3D + 2)y  =  4x2   2. (D2- 2D - 8)y  =  4e2x  -  21e-3x 
3. (D2 + 2D + 5)y  =  6sin 2x + 7 cos 2x 4. (D2 + 2D + 2)y  =  10 sin 4x 
5. (D2 + 2D + 1)y =  7 + 75 sin x  6. (D2 + 4D + 5)y   =  50x + 13e3x 
7. (D2  -  1)y      =  e-x(2 sin x + 4 cos x) 8. (D2  - 1)y  =  8xex 
9. (D2 - 1)y        =  10 sin2x   10. (D2+ 1)y  =  12 cos2x) x 
11. (D3 + 4D2 + D - 6)y  =  -18x2 + 1  12.  (D3 + D2 + 3D - 5)y  =  5sin 2x + 10x2 + 3x + 7 
13.  (4D3 - 4D2 - 5D + 3)y  =  3x2 - 8x  14.    (D3 - 4D2 + 5D - 2)y  =  3x2ex - 7ex 
15. (D4 + 2D3 - 3D2 )y  = 18x2 + 16x ex + 4e3x - 9  
16.   (D4 - 5D3 + 7D2 - 5D + 6)y  =  5sin x -12 sin 2x    
 
 
จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการในขอ 17. ถึงขอ 20. 
17. (D2+ 3D)y               =  - 18x                      เมื่อ    y(0)  =  0  , y' (0)  =  5 
18. (D2 + 4D + 5)y        =   10                         เมื่อ    y(0)  =  0   , y' (0)  =  0 
19.   (D3 - 4D2 + D + 6)y  =  3xex + 2ex - sin x   เมื่อ   y(0)  =  

40
33    ,  y'(0) =  0 , y"(0) =   0 

20. (D3 -  6D2 + 9D - 4)y  =  8x2 + 3 - 6e2x       เมื่อ   y(0)  =  1     ,  y'(0) =  7 , y"(0)  =  10 
21.  จงแสดงวาสมการ (D2+ 1)y  =  x3         เมื่อ x  =  0 , y  =  0 และเมื่อ x  =  π  , y  =  0 ไมมีผลเฉลย 
22.  จงแสดงวาสมการ (D2+ 1)y  =  2 cos x    เมื่อ x  =  0 , y  =  0 เมื่อ x  =  π  , y  =  0  มีหลายผลเฉลย 
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6.2  การหาผลเฉลยเฉพาะดวยตัวดาํเนินการผกผนั (inverse operator) 
 สมการไมเอกพันธที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
   P(D) y =   f(x) 
        จะหาผลเฉลยเฉพาะ yp ของสมการในรูป 
   yp =   

)D(P
1   f(x) 

โดยนยิาม 
)D(P

1  วาเปนตัวดําเนินการผกผันของตัวดําเนินการ P(D) ซ่ึง 

นิยาม         h(x) =   
)D(P

1 f(x)  ก็ตอเมื่อ h(x) เปน ผลเฉลยเฉพาะของสมการอนุพันธ P(D) y  =  f(x) 

  คุณสมบัติของตัวดําเนินการผกผัน 
 1.     P(D) 

)D(P
1    ≠

)D(P
1 P(D)  

              2.     
)D(P

1  [c1f1(x)  +  c2f2(x)]  =  c1 )D(P
1 f1(x)  +  c2 )D(P

1  f2(x) (คุณสมบัติเชิงเสน) 

 3.     
)D(Q)

1
D(P

f(x)  =  
)D(P

1  [
)D(Q

1 f(x)]  =  
)D(Q

1  [
)D(P

1  f(x)] (คุณสมบัติสลับที่ได) 

 
ตอไปจะศกึษาความหมายของ 

)D(P
1

...dx)x

  ในบางกรณ ี

กรณี  P(D)  =  Dn  จะเหน็ไดวาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  Dn y =    f(x) 

คือ             =  
timen

..........

 
∫ ∫ dx

  

(f
∫ ∫ n)dx)(x(f...   

ดังนั้นจึงได      nD
1   f(x) =   ∫ ∫ n)dx)(x(f...     (1) 

กรณี   P(D)  =  (D - a)n 
  เมื่อ  n = 1 จะไดวาสมการ  (D-a)y  = f(x) เปนสมการเชงิเสน ตามทฤษฎีบท 2.5.1 สมการมีผลเฉลยเฉพาะเปน 
              yp         =     eax   
   นั่นคือ    

∫ − fe ax dx)x(

aD
1
−

 f(x)      =     eax   ∫ dx)x(− fe ax

  เมื่อ n = 2 จะไดวา 2)aD(
1
−

f(x)  =  







−−
)x(f

aD
1

aD
1    =   ∫ ∫ − 2axax )dx)(x(fee  

ในกรณีทั่วไป          n)aD(
1
−

f(x)     =   ∫ ∫ − naxax )dx)(x(fe..e )    (2) 
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ตัวอยาง 6.2.1   จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D4 - 5D3+ D2+ 21D - 18)y  =  e-3x 
วิธีทํา     จาก  (D4- 5D3 + D2+ 21D - 18) � �y  =  e s up5(-3x) 
  yp =    x3

234 e
18D21DD5D

1 −

−++−
  

   =   x3
2 e

)1D)(2D()D
1 −

−+3( −
    

   =    







−+

− x3
2 e

)1D
1

)2D()D
1

− 3(
 

   =   ( )∫ −−

+
dxeee

)2D()D
1 x3xx
2− 3(

    

=    







−+−

−

4
e

)2D()3D(
1 x3

2  

 =   







−+−

−

)
4

e(
2D

1
)3D(

1 x3

2     

=    







−−

−
− ∫ dx

4
eee

)3D(
1 x3

x2x2
2  

=    







−

−

4
e

)3D(
1 x3

2  

=   dx
4

eee
x3

x3x3







 −
−∫ ∫  

= 
144
e x3−

        # 

 
การหาผลเฉลยเฉพาะ yp  ดังตัวอยาง 6.2.1 ทําโดยใชตวัดาํเนินการผกผนัซ้ําเปนลําดับที่ละตัวตอไปเรื่อย ๆ 

จนหมด เรียกวิธีนี้วาวิธีลดอนัดับ อาจทําไดอีกวิธีหนึ่ง  คือแยกเศษสวนยอย ดังตอไปนี้ 
 ถา p(x) เปนพหุนามซึ่งสามารถเขียนอยูในรูป (x-r1)n1(x-r2)n2...(x-rm)nm  แลวเราสามารเขียน 

  
)x(p

1    ในรูปเศษสวนยอย   ∑∑
= = −

m

1k

n

1j
j

k

kj
k

)rx(
c  เมื่อ ckj เปนคาคงตัว   

และ ถา P(D)  =  (D-r1)n1(D-r2)n2...(D-rm)nm  แลว  

          
)D(P

1 =   ∑∑
= = −

m

1k

n

1j
j

k

kj
k

)rD(
c  เมื่อ ckj เปนคาคงตัวที่สอดคลองกับการแยกเศษสวนยอยตามขางบน 

ขอละการพิสูจนในที่นี้ แตจะแสดงตัวอยางบางตัวอยางใหเห็น   
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ตัวอยาง 6.2.2   จงแสดงวา  
)2D)(1D(

1
−−

   =  
1D

1
2D

1
−

−
−

 

พิสูจน   
)2D)(1D(

1
−−

 (f(x))   = 







−−
)x(f

2D
1

)1D(
1    =  ( )∫ −

−
dx)x(fee

)1D(
1 x2x2  

   = ( )dxdx)x(feee x2x2xx ∫ −−e ∫  
   =  ( )dxdx)x(fe x2xx ∫ −ee ∫     
 
ใชัเทคนิคอินทิกรัลแบบทีละสวน (By Part) จะได  
  ( )dxdx)x(fee x2x ∫∫ − =   -    dx)x(fee x2x ∫ − e x dx)x(f∫ −                          
ดังนั้น ( )dxdx)x(feee x2xx ∫∫ −     =   -    dx)x(fee x2x2 ∫ − dx)x(fee xx ∫ −  
          =  )x(f

1D
)x(f

2D
1

−
−

1
−

 

          =   )
1D

1
2D

1
−

−
−

( f(x) 

    จึงไดวา              
)2D)(

1
−1D( −

   =  
1

1
−D2D

1
−

−
     # 

ตัวอยาง 6.2.3  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D3 + D2- D - 1)y  =  e2x 
วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ คือ  yp  = x2

2 e
1D

1
3 DD −−+

  =   x2

( 2 e
)2D)(1D

1
+−

 

แยกเศษสวนยอยของ    2)2D +)(1D(
1

−
ได 

  yp   =    x2
2 e

)1D(
2
1

1D
4
1

1
4
1










+
−

+
−

−D









  

   =    x2
2

x2x2 e
)1D(

1
2
1e

1D
1

4
1e

1 +
−

+
−

D
1

4
1

−
  

   =  ∫ ∫∫ −−− −− dxeee
2
1dxeee

4
1dxee x2xxx2xxx2xx ∫e

4
1  

   =    
18
e x2x2x2

−
12
e

4
e

−  

   =   x2e
36
4  =    x2e

9
1      # 

 การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวธีิที่กลาวมาในตอนที่ผานมานั้นเปนวิธีหาผลเฉลยเฉพาะโดยทั่วไป  
ในตอนนี้จะกลาวถึงวิธีการหาผลเฉลยเฉพาะเมื่อ f(x)   มีรูปแบบเปน   ฟงกชันเอกซโปเนนเชียล (eax)   
 ฟงกชัน sine หรือ  cosine  และ ฟงกชันพหุนาม  (xm)  
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6.2.1       เม่ือ f(x) =  eax 
  พิจารณา     P(D)y =    eax  
ถา P(a)  0   จากการหา y≠ p โดยวิธีเทยีบสัมประสิทธิ์ ให yq  =  c eax 
แทนในสมการดังนั้น  eax   =      P(D) yq    =  P(D) ceax    =     cP(a) eax     
 จึงไดวา    c       =      

)a(P
1   

นั่นคือ    yp      =     
)a(P

eax

 

ดังนั้น ได       axe
)D(P

1 =       
)a(P

eax

  ถา   P(a) ≠  0    

แตถา P(a)  =  0 จะไดวา P(D)  ตองมี  (D - a) เปนตวัประกอบอยู อยางนอย 1 ตัว สมมติมีซํ้ากัน k ตัว ดังนัน้ได 
   P(D)     =    Q(D) (D - a)k 
Q(D) คือตัวดําเนินการอันดับ n - k เมื่อ P(D) เปนตวัดําเนนิการอันดับ n และ  Q(a) ≠   0 
ดังนั้น  axe

)D(P
1  =      ax

k e
)aD(Q D)(

1
−

 =    ax
k e

)D(Q)aD(
1

−
 

=     







−

ax
k e

)D(Q
1

)aD(
1  = 







 ax
k e

)a(Q
1

)aD −(
1  

  = ∫ ∫ − kaxaxax )dx(ee...e
)a(Q

1   = 
!k)a(Q

xe kax

     (3) 

คาของ Q(a) k! อาจหาไดโดยการพิจารณาจาก P(D)  =  Q(D)(D - a)k  มีพหุนามชวยของ P(D) คือ 

P(r)  =  Q(r)(r - a)k โดยสูตร Leibnitz's rule ที่วา (fg)(n)  =  ∑   จะได 

 P
=

−







n

0i

)i()in( gf
i
n

)i(

(n)(r)  =    [Q(r) (r - a)k) ](n) 

   =   ∑ i
n  

=

− −






n

0i

k)in( ])ar)[(r(Q

ถา n < k จะได   P(n)(a)  =  0 เพราะวาทกุพจนทางขวาจะยงัมี (r - a) คูณอยูดวย  
และเมื่อ n = k พจนสุดทายทางขวาคือ Q(r)[(r – a)k](n)  จะเปนพจนเดยีวที่ไมมี (r - a) คูณดวยเพราะวา   
 Q(r)[(r – a)k](n)   =  Q(r)k! (เมื่อ n = k) ในขณะที่พจนอ่ืน ๆ จะยังมี (r - a) คูณอยูดวย 
ดังนั้นเมื่อ r = a จะได 
  P(n)(a) =   0  +  0  +  ...  +  0  +  Q(a) k! 
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สรุป ไดวาในกรณี f(x)  =  eax  มีผลเฉลยเฉพาะ yp  =   axe
)D(P

1   ดงันี้ 

ถา P(a)  ≠   0 มี        yp =    axe
)D(P

1  =     axe
)a(P

1  

ถา P(a)  =  0 มี         yp =    axe
)D(P

1  =    ax
k e

)aD)(D(Q
1
−

 =     
!k)a(Q

xe kax

,   Q(a)    0 

หรือ y

≠

p  =   axe
)D(P

1 =   
)a(P

xe
)k(

kax

    เมื่อ k คือจํานวนเต็มบวกที่นอยที่สุดที่ทําให P  

ตัวอยาง 6..2.4  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ   (D + 2)(D + 3)y   =   3e

0)k( ≠)a(

-x 
วิธีทํา  สมการ  (D + 2)(D + 3)y   =   3e-x 
มี a  =  -1 และ  P(-1)  =   (-1 + 2)(-1 + 3)  =  2  ≠   0 
ดังนั้นได yp =    x

)3D)(2D(
−

++
e31   

   =   x

31)(1
1 −

+−−
e3

)2( +
   =    

2
e3 x−

   # 

ตัวอยาง 6.2.5   จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D - 1)3 (D + 1) y   =   -2ex 
วิธีทํา  สมการนี้  a  =  1 และ P(1)  =  (1 - 1)3 (1 + 1)  =  0 และ  k  =  3 , Q(D)  =  D + 1 

ดังนั้นได yp =    )e2
)1D()1D(

1 x
3 +−

(−   =    
!3)11(

xe2
+

− 3x

 =  - 
6
x3ex

 

หรือ   yp   = )e2(
)1D()1D(

1 x
3 −

+−
 = 

)1(P
xe2

)3(

3x−  

โดย    P(r) =  (r - 1)3 (r + 1)   ,  P(1)  =  0 

    P'(r) =  3(r - 1)2(r + 1)  +  (r - 1)3  ,  P'(1)  =  0 

    P"(r) =  6(r + 1)(r - 1)  +  6(r - 1)2  ,  P"(1)  =  0 

    P'"(r) =  6(r + 1)  +  12(r - 1)  ,  P'"(1)  =  12  ≠   0 

 ดังนั้น  yP  =   
12

xe2 3x−
 =   

6
xe 3x−

   # 

6.2.2   เม่ือ f(x) = cos ax หรือ sin ax 
  จาก  D2 sin ax       =   -a2 sin ax         และ   D2 cos ax     =       -a2 cos ax  
 ทําใหไดวา       D2n sin ax     =  (-a2)n sin ax      และ   D2n cos ax   =     (-a2)n cos ax  
 เราสามารถพิสูจนไดวา  P(D2) sin ax   =    P(-a2) sin ax    และ   P(D2) cos ax  =    P(-a2) cos ax           (7) 
 เมื่อ P(D2)  เปนตัวดําเนินการที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว และสามารถเขียนอยูในพจนของ D2  
       P(-a2) เปนจํานวนจริงทีไ่ดจากการแทน D2 ดวย -a2 ใน P(D2)  
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เชน (D6 + 3D4 - 2D2 + 5) sin x   = ((-1)3 + 3(-1)2 - 2(-1) + 5 )  sin x   =  9 sin x 
จาก (7)  เราไดวา 
   )ax(sin

)D(P 2

1 =  )ax(sin
)a(P 2−

1       และ     )ax(cos
)D(P 2

1 =  )ax(cos
)a(P 2−

1       โดยที ่P(-a2) ≠  0 

โดยทั่วไปของตัวดําเนินการจะอยูในรูป P(D)  แตเราสามารถจัดอยูในรปูตัวดําเนินการ P(D2) ไดดังตอไปนี ้
จาก P(D)  =    anDn  +   an-1Dn-1  +...+  a1D + a0   สามารถเขียนอยูในรูป P1(D2) + DP2(D2) ไดเสมอ 
เมื่อ P1(D2) , P2(D2) เปนตัวดาํเนินการที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว และสามารถเขียนอยูในพจนของ D2 
โดยถา n เปนเลขคู เขียน P(D)  =  ( an(D)n  +   an-2(D)n-2  +...+a0 ) + D (an-1(D)n-2 + an-3(-D)n-4 + ... +a1 )  
และถา n เปนเลขคี่ เขียน P(D)  =  ( an-1(D)n-1  +   a n-3(D)n-3  +...+a0 ) + D (an(D)n-1 + a n-2(-D)n-3 + ... +a1 )  
 ดังนั้น  (P1(D2) + DP2(D2)) (P1(D2) - DP2(D2))  =  (P1(D2))2 - D2(P2(D2))2   
เปนตัวดําเนนิการที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว และสามารถเขียนอยูในพจนของ D2   
จาก    )x(f

)D(P
)D(P 1  =  f(x)  

ดังนั้น  
)D(P

1   sin ax  = 
)D(DP)D(P 2

2
2

1 +
1 sin ax 

                   =   
)D(DP)D(P))(D(DP)D(P(

))D(DP)D(P( 2
2

2
1

2
2

2
1

2
2

2
1 +−

−
1  ( sin ax )  

                   =   22
2

222
1

2
2

2
1 )D(PD))D(P(

1))D(DP)D(P(
−

−  (sin ax) 

    =  22
2

222
1

2
2

2
1 )a(Pa))a(P(

1))D(DP)D(P(
−+−

−  (sin ax) เมื่อ  (P1(-a2))2+ a2(P2(-a2))2) ≠ 0 

    =    ))D(DP)D(P(
)a(Pa))a(P(

1 2
2

2
122

2
222

1

−
−+−

 (sin ax) 

   =  )axsin)D(DPaxsin)D(P(
)a(Pa))a(P(

1 2
2

2
122

2
222

1

−
−+−

 

   =  )axsin)a(DPaxsin)a(P(
)a(Pa))a(P(

1 2
2

2
122

2
222

1

−−−
−+−

 

  =  )axcos)a(aPaxsin)a(P(
)a(Pa))a(P(

1 2
2

2
122

2
222

1

−−−
−+−

 

ในทํานองเดียวกัน สามารถพิสูจนไดวา 

     
)D(P

1 cos ax  =  22
2

222
1

21

)a(Pa))a(P(
axsin)a(aPaxcos)a(P

−+−
−+− 22

     เมื่อ  (P1(-a2))2+ a2(P2(-a2))2) 0 

ใกรณีเฉพาะ P(D) = D

≠

2 + a2  เราไมสามารถใชวิธีดังกลาวหาคาของ  22 aD
1
+

sin ax  หรือ 22 a+D
1   cos ax  
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แตสามารถหา 22 aD +
1 sin ax     และ      22 aD

1
+

 cos ax        โดยหวขอ 6.1ได 

 
จากหวัขอ 6.1 สามารถแสดงไดวา yp ของสมการ (D2 + a2)y  = sin ax  คือ  

a2
  

        และ  yp ของสมการ (D2 + a2)y  = cos ax  คือ    
a2
axsinx  

นั่นคือ   22 aD +
1 sin ax  =    

a2
axcosx−   และ    22 aD

1
+

 cos ax  =     
a2
axsinx  

ตัวอยาง 6.2.6  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D2- 4D + 3)y  =  20 cos x 
วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ คือ  yp =   

3D4D2

1
+−

20 cos x    

    =  
)D43−+D)(D43D(

)D4D 22
2

++
+

13( +  20 cos x 

    =    
)D16)3D(

1)D43D 222
2

−+
+( + 20 cos x 

    =    
)16)31(

1)D43D 2
2

++−
+( + 20 cos x  

    =   (D2 + 3 + 4D)  cos x 
    =   (-cos x - 4 sin x + 3 cos x)   
    =   2cos x - 4sin x     # 
ตัวอยาง 6.2.7  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D3 - D2 + 4D - 4)y  =  4sin 2x 
วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ คือ        yp    =   

4D4DD
1

23 −+−
 4 sin 2x 

          จาก D3 - D2 + 4D - 4   =  (D2 + 4)(D - 1)   
         ดังนั้น  

4D4DD 23 −+−
1 4 sin 2x  =   

)1D)(4D(
1

2 −+
  4 sin 2x 

        = 
)1D −)(1D(

)1D(
)D2 +

+
1

4(
1
+

4 sin 2x 

        = 
)1D(

1)1D(
)D 22 −

+
4(

1
+

4sin 2x 

       =  
5

4)1D(
)D2 −

+
4(

1
+

sin 2x 

       = 
)4D

1
2 +(5

4
−

 (2 cos 2x + sin 2x ) 

       =  

x2





−
2

5
4    

       =   

−
4

cosx
+

x2
4

sinx

5
x (cos 2x  -  2sin 2x)   # 

axcosx−
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 6.2.3   เม่ือ f(x) =  eax q(x)   , a เปนคาคงตวั  q(x) เปนฟงกชันของ x 
  สมการ P(D)y =    eax q(x) 
มีผลเฉลยเฉพาะ  yp =   

)D(P
1  eax q(x) 

จากคุณสมบัตติัวดําเนินการขอที่วา 
  P(D) eax y =  eax P(D + a)y 
ถาให    y   =  

)aD(P +
1 q(x) จะได 

 P(D) eax  
)aD(P

1
+

q(x)  =    eax  P(D + a)  
)aD(P +

1  q(x) 

    =   eax  q(x) 
ดังนั้น  

)D(P
1  eax q(x) =  eax  

)aD(P +
1  q(x) 

ตอไปจะแสดงวา  ถา f(x) เปนพหุนามดีกรี m และ และ P(a) ≠  0   

จะไดวา  
)D(P

1  eax  f(x)   =   eax  [ g(a)f(x)  + 
!1

)a('g f'(x) + ... + 
!m

)a(g )m(

 f(m)(x) ]   เมื่อ g(r)  = 
)r(P

1    (4) 

กอนอื่นจะแสดงวา  ถา 
)D(P

1  Q(x,a) = y(x,a)  แลว  
)D(P

1  
a
Q
∂
∂    = 

a∂
    (5) 

จาก  
)D(P

1  Q(x,a) = y(x,a)  จะไดวา  P(D) y(x,a)  = Q(x,a)   

ดังนั้น  P(D) 
a∂
y∂  =  (anDn  +   an-1Dn-1  +...+  a1D + a0 ) a∂

   

   =   an  ax
y

n∂∂
∂ 1n+

 + an-1 ax
y
1n

n

∂∂
∂

− + ... + a0 a
y
∂
∂  

               =  
a∂
∂  (anDn  +   a n-1D n-1  +...+  a1D + a0 )y   

   =   
a∂
∂  (P(D)y)   =  

a
Q
∂
∂  

จึงไดวา   
)D(P

1  
a∂
Q∂   =     

a
y
∂
∂  ดังนั้นสมการ (5) เปนจริง   

  ในกรณี Q(x)  =    eax     เราเคยไดวา     
)D(P

1  eax    =     
)a(P

1   eax     

   ให   
)a(P

1   = g(a) 

   จาก (5)  ดังนั้น  
)D(P

1   x eax  =  
a∂
∂  [g(a) eax]  =   eax  [xg(a) + g'(a)] 

โดยสูตร Leibnitz's rule  จึงได   
)D(

1
P

  xk eax      =   eax  [ xk g(a) + kxk-1 
!1

)a('g  + ... + k! 
!k

)a(g )k(

 ] 

y∂

y∂
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โดยอาศัยทีว่า 
)D(P

1   เปนตัวดําเนนิการเชิงเสน 

จึงไดวา  
)D(P

1   eax  f(x)   =   eax  [ g(a)f(x)  + 
!1

)a('g  f'(x) + ... + 
!m

)a(g )m(

 f(m)(x) ]   

จาก (4) ในกรณีที่ a = 0 จึงไดวา   ถา f(x) เปนพหุนามระดับขั้น m และ และ P(0) ≠  0   

จะไดวา  
)D(P

1   f(x)   =    g(0)f(x)  + 
!1

)0('g  f'(x) + ... + 
!m

)0(g )m(

 f(m)(x)    เมื่อ g(r)  = 
)r(P

1        

หรือ      
)D(P

1   f(x)   =   (  g(0)  + 
!1

)0('g D + ... + 
!m

)0(g )m(

Dm  ) f(x) 

ในทางปฏิบัติเราอาจหา  g(0)  + 
!1

)0('g  D + ... + 
!m

)0(g )m(

Dm   ไดจากวิธีหารยาวโดยตรงโดยเอา 1 ตัง้หารดวย 

P(D)  จนผลลัพธมีเลขชี้กําลังของ D  ซ่ึงเรียงลําดับกําลังของ D จากนอยไปมากจนถึงกําลังของ D มากกวาหรือ
เทากับ ระดับขั้นของพหุนาม f(x)  
  
ตัวอยาง 6..2.8  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ (D3- 3D + 2)y  =  2x3 - 9x2+ 2x - 16 
วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ   yp =  

2D3D3 +−
1   (2x3 - 9x2+ 2x - 16) 

เอา 1 ตั้งหารดวย 2 - 3D + D3 ได 
       3DD32 +−

1  =   ...D
16

D
8

D
42

32 ++++
15731   

ดังนั้น   yp =  ( ...D
16
15D

8
7D

4
3

2
1 32 ++++ ) (2x3 - 9x2+ 2x - 16) 

    =     
2
1  (2x3 - 9x2+ 2x - 16) +  

4
3 D (2x3 - 9x2+ 2x - 16)  + 

         
8
7 D2(2x3 - 9x2+ 2x - 16) +  

16
15 D3  (2x3 - 9x2+ 2x - 16) +  ... 

    =   x3 - 
2
9 x2+ x - 8 + 

4
3   (6x2- 18x + 2) + 

8
7  (12x - 18) + 

16
15  (12) 

    =   x3 - 2x - 
2

17        # 

ตัวอยาง 6.2.9  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ    D4 (D2- 1)y  =  x2 
วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ   yp    =   

)12 −D
1

(D4  x2   =  4

1
D

 (- 1 - D2- ...)x2 

    =    4D
1  (- x2- 2) =   ∫ ∫ ∫ ∫ −− 42 )dx)(2x(     

    =    
12
x

−
360
x

−       # 

 

46
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ตัวอยาง 6.2.10  จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ  (D2- 4D + 2)y  =  (x2+ x)e2x 

วิธีทํา  ผลเฉลยเฉพาะ   yp   =   
2D4D

1
2 +−

 e2x (x2+ x) 

    =  e2x  
2)2D(4)2D 2 ++−( +

 (x1 2+ x) 

    =  e2x  
22D

1
−

  (x2+ x) 

    =  e2x  ( ...
4

D2

−−
2
1

− )(x2+ x) 

    =  e2x  [ )xx(
4

D)
2
x 2

22

+−−−
2

x( ] 

    =   e2x  (
2
1

2
x2

−−
2

x
− ) 

    =   
2

e
−  (x

x2
2+ x + 1)     #
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แบบฝกหัด 6.2 
จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการในขอ 1 ถึง 6 
1. (D2 - 7D + 2)y  =  e5x    2. (D2 - 3D + 2)y  =  e2x   
3. (D2+ 3D - 4)y  =  12e2x     4. (D2+ 3D -4)y  =  15 e2x  
5. (D2- 3D + 2)y  =  ex+ e2x   6. D2(D - 2)3y  =  48 e2x  
7. (D3 - 5D2+ 8D - 4)y  =  e2x +  e3x  8. (D2+ 16)y  =  14 cos 3x 
9. (D2 + 16)y  =  24sin 4x    10. (D2 + 1)y  =  12cos 2x - sin x 
11. (D2 + D)y  =  - cos x    12. (D2 - 4D + 3)y  =  20cos x 
13. (D2 - 4D + 3)y   =  2cos x + 4sin x  14. (D2 + 6D + 13)y =  60cos x + 26 
15. (D3 - 3D - 2)y  =  100sin 2x   16. (D2 + 1)y  =  12cos2 x 
17. (D6 - 1)y  =  x10    18. (D3 + 3D2 - 4)y  =  16x3 + 20x2 
19. D2(D2+ 4)y  =  12x    20. (D2- 3D + 2)y  =  6x2- 6x - 11 
21. (D2+ 4)y  =  4sin2x    22. (D2 - 4)y =  8xe2x 

23. (D2 +2D + 1)y  =  48e-x  cos 4x   24. (D - 2)2y  =  2x
e x2

     

25.  (D2+ 4D - 4)y  =  2x
e

−
x2−

                           26.  (D2 + 5D + 6)y  =  e-2x(sec2x)(1+2tan x)  

27. (D - 9)2y  =  e9x f"(x)    28.  D(D2+ 4)y  =  4x3 + 2x 
29.    (D2 - 1)y  =  xe3x    30.   (D-1)2(D3 + D2 + 1)y  =  xex 
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6.3  การหาผลเฉลยเฉพาะโดยวิธีแปรตัวแปรเสริม (method of variation of parameters) 
  การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการไมเอกพนัธ P(D)y  =  f(x) ตามหัวขอ 6.1 และ 6.2 นั้นจะสามารถทํา
ไดเมื่อ f(x) เปนฟงกชันในรปู xn, eax , cos bx , sin bx  และหรือผลบวกหรือผลคูณของฟงกชันเหลานี้ 
   ถาหาก f(x) เปนฟงกชันรูปแบบอื่น เชน tan x , ln x ฯลฯ  การหาผลเฉลยเฉพาะของสมการไมเอกพันธ 
P(D)y  =  f(x) ตามหัวขอ 6.1 จะทําไมได และ ตามหัวขอ 6.2จะทําไดเฉพาะบางกรณีและถา จะหาผลเฉลยเฉพาะ
ของสมการไมเอกพันธ    
 F(D)y = f(x)  เมื่อ     F(D)   =    an(x)Dn  +   an-1(x)Dn-1  +...+  a1(x)D + a0(x)  
ตามหัวขอ 6.1  และ ตามหวัขอ 6.2จะทําไมได แตโดยวธีิแปรตัวแปรเสริมนี้  จะหาผลเฉลยได  
      วิธีแปรตัวแปรเสริม ความจําเปนอันสําคัญในวิธีนี้คือ ตองหาผลเฉลยเติม เต็มของสมการใหไดกอน  
(ซ่ึงจะหาไดงายถาสมการมีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัวและคอนขางจะลําบากหาก สัมประสิทธิ์เปนตัวแปร) แลว
แทนคาคงตัวไมเจาะจงในผลเฉลยเติมเต็มดวยฟงกชัน  จากนั้นหาฟงกชัน เหลานั้น ตามเงื่อนไขที่จะกลาวตอไปนี้  
 เพื่อความเขาใจไดงายในวิธีการแปรตัวแปรเสริม ขอเร่ิมตนดวยสมการเชิงอนุพันธอันอับ 2 กอน  
พิจารณาสมการเชิงอนุพันธไมเอกพันธอันดับ 2 

 a2(x) 2

2

dx
yd   +  a1(x) 

dx
dy    +  a0 (x)y =  f(x)      (1) 

มีสมการเอกพนัธสัมพัทธ 

 a2(x) 2

2

dx
yd   +  a1(x) 

dx
dy    +  a0 (x)y =   0      (2) 

สมมติผลเฉลยทั่วไปของ (2) ซ่ึงก็คือผลเฉลยเติมเต็มของ (1) เปน 
  yc =    c1y1(x)  +  c2y2(x)     (3) 
เปล่ียน  c1   กับ c2ใน (3)  เปนฟงกชันของ  x  ให เปน  v1(x) กับ v2(x)   
จะตองหาเงื่อนไขที่เพยีงพอซึ่งจะทําให 
  y =     v1(x) y1(x)  +  v2(x) y2(x)    (4) 
เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ   (1) 
หาอนุพันธของ (4) เทยีบกับ x ได 
                        y'         =   v1(x)   +  v)x(y'

1

x(v'
1

2(x)   +   y)x(y'
2

)x(v'
2+

)x(y'
1 +

)x(v'
1

)x(

(y)x( '
2

1(x)  +   y)x(v'
2 2(x)  (5) 

ในการหาคาของ 2 ฟงกชัน v1(x) กับ v2(x) ตองมีเงื่อนไข 2 เงื่อนไข จึงจะหาคาได ดังนั้นเรากําหนดเงื่อนไขดังนี้  
เงื่อนไขขอที่หนึ่งให      =    0    (6) 
ดังนั้น สมการ (5) จะกลายเปน 
  y' =       (7) 

y)x(y) 21

v)x(v 21 )x
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หาอนุพันธของ (7) เทยีบกับ x ได 
  y" =   v1(x) +  v)x(y"

1

)x(v'
1

)x(

)x(y'
1

) (v '
2

2(x)  +   +   )x(y"
2

x(v'
2

)x(y'
2

)x

)x(v'
1

)x(y'
2

)x("
2

)x(y'
1 )x(v'

2

)x(

)x(y'
2

)x
)x

a
f

2

)

)x

x(v'
2+

) (v '
2 )x

)x

)x(v'
2

)x(

a
f

2

)x(v'
1

) v

y)x(
y)x(

y
)x(

)x(
y0

))y),x(
)x(

2

2

y(W)
y)x(f

1(a 2

−

ถา    y   =    v1(x) y1(x)  +  v2(x) y2(x) จะเปนผลเฉลยของสมการ (1)  

ผลเฉลยนี้ตองสอดคลองสมการ (1) ดังนั้นจะได 
f(x) =   a2(x)[ v1(x) +  v)x(y"

1

)x(

)x(y"
1

)x( (y '
1

2(x)  +   +  ]  +  a)x(y"
2

)x(y'
1

)x(v'
2

x(v'
1

)x('
1 (y '

1

)x(y'
1

)x(v'
2

)x (y'
2

)

y

1(x)[ 
]+ ay)x(v)x(y)x(v '

22
'
11 +

v'
1

0(x)[v1(x) y1(x)  +  v2(x) y2(x)] 
 =  v1(x)[a2(x)  + a1(x)  + a0(x)y1(x) ]  + v2(x)[a2(x)   + a1(x)  + ay'

2 0(x)y2(x) ]   
      +  a2(x)[   +  ] 
 =   v

)x y'
2

)

x

1(x)(0)  +  v2(x)(0)  +  a2(x)[ + ] 
ทั้งนี้เนื่องจาก y1(x) และ y2(x) เปนผลเฉลยของสมการ (2) 
ดังนั้นจะได +  =  v

(
(    (8) 

จากสมการ (6) และ (8) คือ 
      =    0  x(y) 2)x(y)x( 1

'
1v

  +  =  )x(v'
1 x(y'

1 )x (y'
2 (

(

'
2

     (9) 

คือเงื่อนไขที่เพียงพอที่จะทาํให      y   =   v1(x) y1(x)  +  v2(x) y2(x)       เปนผลเฉลยเฉพาะของสมการ   (1) 
และระบบสมการเชิงเสน (9) เปนระบบสมการเชิงเสนในตัวแปร   และ   ซ่ึงมีคามีคาตัวกําหนด  
ของเมตริกซสัมประสิทธิ์คือคา วอรนสเกียน ของ ฟงกชัน y1, y2 ( W(y1(x),y2(x)) ) และ y1, y2  เปนผลเฉลยของ
สมการ  (2)  
ดังนั้น      W(y1(x),y2(x))   0 โดยกฎของคราเมอรจะไดวา  v  และ  มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว คือ 

        

≠ x('
1

)x
)x

)x

)x

(
(

(

(

'
2

2

'
2

2

y
y
a
f

'
1

1

2=)x(v'
1  = 

x(x
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และ   

)x(y)x(y
)x(y)x(y
)x(a

)x(f)x(y

0)x(y

)x

'
2

'
1

21

2

'
1

1

2 =(v' = 
))x(y),x(y(W)x(a

)x(y)x(f

212

1  

และเมื่ออินทิเกรดหา v1(x) และ v2(x) แลวก็จะไดผลเฉลยของสมการ 
ตัวอยาง 6.3.1   จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ   y" + y  =  tan x 
วิธีทํา  สมการชวยคือ  r2+ 1  =  0 ได  r  =  i 
ดังนั้นผลเฉลยเติมเต็มคือ    y

±

c =    c1cos x     +  c2sin x 
ใหผลเฉลยเฉพาะของสมการ คือ          yp =   v1(x) cos x  + v2(x) sin x 
นั่นคือ y1(x)  = cos x และ y2(x)  = sin x และโดยระบบสมการ (9) ไดเปน 
  cos x     +  sin x  =   0      
  (- sin x)  +  cos x =    tan x     

          = 

)x(v'
1

)x(v'
1

)x(v'
1

)x(v'
2

)x(v'
2

xcosx
xsinx

xcosx
xsin

− sin
cos
tan

0

=  -sin x tan x =  -
xcos
xsin 2

  

           =      )x(v'
2

xcosxsin
xsinxcos
xtanxsin

0xcos

−

−   =      cos x tan x  =     sin x 

อินทิเกรดได   v2(x) =   ∫ xdx  =  - cos x 

    v

sin

1(x) =   ∫ − xcos
xsin 2

dx    

     =   ∫ cos
xcos   − dx
x

12

     =  ∫∫ − xdxsecxdxcos  

     =     sin x  -  ln (sec x + tan x) 
ดังนั้นไดผลเฉลยเฉพาะ   yp =   [sin x - ln(sec x + tan x)]cos x  +  (- cos x)sin x 
      =    - cos x ln (sec x + tan x) 
ผลเฉลยทั่วไป คือ    y  =   c1cos x  +  c2sin x  -  cos x ln (sec x + tan x)   # 
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 จากการหาผลเฉลยเฉพาะสําหรับสมการอันดับสอง ขยายความคิดออกไปเปนการหาผลเฉลยสําหรับ 
สมการอันดับ n โดยวิธีการแปรตัวแปรเสริม จะไดทฤษฎดีังนี ้
 
 
ทฤษฎีบท 6.4.1  ถา a0(x) , a1(x) , ... , an(x) , f(x) เปนฟงกชันของ x ตอเนื่องบนชวง I  โดย 
an(x)  ≠  0 และถา c1y1(x) + c2y2(x) + ... + cnyn(x)    เปนผลเฉลยเติมเต็มของสมการเชิงอนุพันธ 
 (an(x)Dn  +   an-1(x)Dn-1  +...+  a1(x)D + a0(x)) y     =  f(x) 
แลวจะมีผลเฉลยเฉพาะเปน  yp  =  v1(x) y1(x)  +  v2(x) y2(x)  +  ...  + vn(x) yn(x) 
โดยที่ v1(x) , v2(x) , ... , vn(x) สอดคลองเงื่อนไข 
  y)x(v'

1

)x(v'
1

)x(v'
1

)x(v'
1

1(x)        +      y)x(v'
2

)x(v'
2 y

)x('
2 y(

2

)x('
2 y(

2(x) + ... + y)x(v'
n

)x(v'
n

x(v'
n

x(v'
n

n(x)            =    0 
        +  + ... +             =   0  
    ......... 
 + + ... +  =    0     
 +  + ... +  =  

)x(y'
1

(y )2n(
1

−

(y )1n(
1

−

)x('
2

x()2n−

x()1n
2
−

)x(y'
n

) y )2n(
n
−

) y )1n(
n
−

)x

)x

v

v

)

)

)x(

)x(
)x(n

(v'
n

a
(f  

จะเห็นไดวาระบบสมการนี้เปนระบบสมการเชิงเสนในตวัแปร  , ,... ,  ซ่ึงมีคาตัวกําหนด 
ของเมตริกซสัมประสิทธิ์คือคา วอรนสเกียน ของ ฟงกชัน y

)x

) v'
2x(v'

1 )x( )x

1, y2 ,..., yn( W(y1(x),y2(x),..., yn(x)) )  
และ y1, y2 ,..., ynเปนผลเฉลยของสมการ(2) ดังนั้น W(y1(x),y2(x),..., yn(x))  ≠   0   
โดยกฎของคราเมอรจะไดวา  , ,... ,  มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดยีว คือ 

 =  
)x( v'

2v '
1 )x( )x(v'

n

)x(v'
i ))x(y

))x(y

n

n

),...,
),...,

x(
x(

y),x(
y),x(

2

2

y(W
y(W

1

1i      i  =  1,2 , ... , n   เมื่อ Wi(y1(x),y2(x),..., yn(x))  

 คือ คาตัวกําหนด ของเมตรกิซ ที่เกิดจากกการแทนคาสดมภที่ i ของ วอรนสเกียน W(y1(x),y2(x),..., yn(x)) 

 ดวย เมตริกซคาคงตัว   [(0  0  0  ...   
)x(a

)x(f

n

)] T 

 (สําหรับการพสูิจน  ขอละไวเปนแบบฝกหดั) 
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ตัวอยาง 6.3.2   จงหาผลเฉลยเฉพาะของสมการ   y"' - 6y" + 11y' - 6y  =  e4x 
วิธีทํา  สมการชวยคือ r3 - 6r2+ 11r - 6  =  0 หรือ (r - 1)(r - 2)(r - 3)  =  0 ได  r  =  1 , 2 , 3 
จึงไดผลเฉลยเติมเค็ม คือ  yc =    c1ex + c2e2x + c3 e3x 
ใหผลเฉลยเฉพาะ คือ yp =    v1(x)ex + v2(x)e2x + v3(x)e3x 
ดังนั้น  e)x(v'

1

)x(v'
1

)x(v'
1

v '
1

x +   e)x(v'
2

x(v'
2

)x(v'
2

(v'
1

2x +   e)x(v'
3

x('
3

(v '
3

)x('
2

3x =     0   (1) 
  ex +  2  e)

x

2x +  3 v  e)

)x
'
3

3x  =     0   (2) 
                  ex +  4  e2x  +  9  e3x =     e4x  (3) 
แกสมการ (1) , (2) , (3) หา ,  , v  ได 

                            =      

) v )x(

)x(

x

x

x

x

x

3

3

x

3

2

3

x2

x2

x2

x2

x2

x2

e4
e2

e

e4
e2

e

x

x

x

x4

0
0

3

e9
e3
e

e9
e3
e

e
e
e

e  

                       =    

9
3
1

41
21
11
41
20
10

x3

x4

e

ex

e

e

2

3

e

e2

9
3
1

xx

x

 

       =  
)2325(e

e2e3
x

x4x4

−
−       =    

2
e x3

 

ทํานองเดียวกนัได      =  - e)x(v'
2

2x   ,     =  )x(v'
3 2

ex

 

อินทิเกรดได   v1(x)   =  
6

e x3

 ,   v2(x)   =   
2

e x2

− ,  v3(x)=    
2
ex

 

ดังนั้นผลเฉลยเฉพาะ yp =    (
6

e )e
x3

x +  (
2

e
−

x2

) e2x  +(
2
ex

) e3x 

   =    
6

e x4

-  
2

e x4

+  
2

e x4

 =   
6

e x4

   

และผลเฉลยทั่วไป  y          =       c1ex + c2 e2x + c3 e3x +  
6

e x4

   

 

 



 

 

24

แบบฝกหัด 6.3 
จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการในขอ 1 ถึง 14 
1. y" + y  =  sec x    2. y" + y  =  tan2x 
3. y" + y  =  cot x    4. y" + 4y  =  sec 2x 
5. y" + y'   =  tan x sec x    6.  y" + 4y' +5y   =  e-2x sec x  
7. Y" - 2y' + 5y  =   ex tan 2x     8.   y" + y  =   sec x csc x 
9.  y" - y  =  

x
1   ,  x > 0    10. y" + 4y' + 5y  =  xex 

11. y'" - 7y" + 14y' - 8y  =  ln x , x > 0  12.    y'" - 2y" - y' + 2y  =  ex 

13.   y" + 3y' + 2y  = x2e1
1
+

     14.    y"  + 3y' + 2y  = 
x

e x−

   

15.   จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  x2y" - 6xy' + 10y  =  3x4 + 6x3    เมื่อ y = x2 และ y = x5  เปนผลเฉลยที่เปน
อิสระเชิงเสนของสมการ x2y" - 6xy' + 10y  = 0  
16.   จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  x2y" - x(x+2)y' + (x+2)y  =  x3     เมื่อ y = x และ y = xex เปนผลเฉลยที่เปน
อิสระเชิงเสนของสมการ x2y" - x(x+2)y' + (x+2)y  =  0 
17.    จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ  (sin2x)y" - (2 sin x cos x)y' + (cos2x + 1)y  =  sin3x   เมื่อ    y = sin x 
 และ y = x sin x เปนผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสน ของสมการ (sin2x)y" - (2 sin x cos x)y' + (cos2x + 1)y   =  0 
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