
4.2 สมการเอกพนัธเชิงเสนที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว 
1. ความนําท่ัวไป 

ในหวัขอนี้เราจะพิจารณาสมการเอกพันธเชิงเสนอันดับ n  ที่มีสัมประสิทธิ์ทุกตัว  เปน
จํานวนจริงคงตัว  ซ่ึงมีรูปแบบทั่วไปเปน 
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 เมื่อ  a0, a1, …,an-1, an   เปนจํานวนจริงคงตัว  เราสามารถหาคําตอบของสมการดังกลาวได
ในรูปแบบที่ชัดแจง 
 ในการหาผลเฉลยของสมการ (4.23)  จะเหน็วา ฟงกชัน f  ที่เปนผลเฉลยของสมการ  
จะตองมีสมบตัิที่วา  ผลคูณของอนุพันธอันดับที่  n-1 (f(n-i)) ใด ๆ ของ f  กับคาคงตัว ai เมื่อนํามา
รวมกันแลว  จะมีคาเปนศนูย  สําหรับทุกคาของ x ซ่ึงก็คือ  เราตองการฟงกชัน f  ซ่ึงอนุพันธอันดบั
ใด  ๆ ของ  f  มีคาเทากับตัวมันเองคูณกับคาคงตัว  โดยอาจเขียนไดเปน 
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ในการหาฟงกชันที่มีสมบัติดังกลาว  จะเหน็วา  f(x)  =  emx  เมื่อ m  เปนคาคงตัวมีสมบัติ 
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เราหาผลเฉลยของ (4.23) ที่อยูในรูป  y = emx  เมื่อ  m   เปนคาคงตวัที่เราจะตองหาออกมา  โดย
สมมุติ  y  = emx เปนผลเฉลยของ (4.23)  เราจะได 

   y′   =  memx, 

   y″  =  m2emx, 

     
   y(n) =  mnemx     แทนคาลงใน  (4.23)  จะได  
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เพราะวา     เราจะไดสมาการพหุนามที่มีตวัไปทราบคา m : 0emx ≠
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เรียกสมการนีว้า  สมการชวย  หรือ  สมการลักษณะเฉพาะ  ของสมการ  (4.23)  ถา  y  =  emx  เปน
ผลเฉลยของ (4.23)  เราจะไดวา  m  สอดคลองสมการ (4.24)  ดังนั้น  การหาผลเฉลยของ (4.23)  เรา
จะใชสมการ (4.24)  ในการหาคา m  สังเกตวา (4.24)  ไดจากการแทนอนุพันธอันดบั k  ดวย mk  เรา



จะแยกพิจารณาตามลักษณะรากของ (4.24)  เปน 3  กรณ ี คือ  เปนจํานวนจริงที่ตางกนัทั้งหมด  เปน
จํานวนจริงที่ซํ้ากัน  และเปนจํานวนเชิงซอนสังยุค 
 หมายเหต ุ สมการชวยของสมการอันดับ  3  คือ  สมการกําลังสามและของสมการอันดับ  4  
คือสมการกําลัง 4  ผูอานที่ยังไมคุนเคยกับการแกสมการเหลานี้สามารถอานไดทีภ่าคผนวก 2 
 
2.   กรณีท่ี  1  :   m  เปนจํานวนจริงท่ีแตกตางกนัท้ังหมด
 สมมุติวารากของสมการ (4.24)  เปนจํานวนจริง n  จํานวนที่แตกตางกนั   
 คือ  m1, m2, … , mn

 แลวจะได   เปน  n  ผลเฉลยที่แตกตางกันของสมการ (4.23)  
โดยดูจาก  ตัวกําหนดวรอนสเกียน  จะไดวาผลเฉลย  n  ตัวดังกลาวเปนอิสระเชิงเสน  ดังทฤษฎีบท
ตอไปนี ้

xmxmxm n21 eee ,,,

 

ทฤษฎีบทที่  4.11 
 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธอันดับ  n  ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว  ถา
สมการชวย (4.24)  มีรากเปนจํานวนจริง  n  ตัวที่ตางกนั  คือ m1, m2, … , mn  แลว  ผลเฉลยทั่วไป
ของ (4.23) คือ 
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เมื่อ  c1, c2, …, cn เปนคาคงตัวไมเจาะจง 
 

ตัวอยางที่  4.20 
 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ 

  y″  - 3y′  +  2y   =   0 
 สมการชวยของสมการนี้ คือ 
  m2 – 3m + 2   =  0 
 ดังนั้น (m - 1) (m - 2)   =   0  ,  m1  =  1,   m2  =  2 
ซ่ึงเปนจํานวนจริงที่ตางกัน  ดังนั้น  ex  และ  e2x  เปนคําตอบของสมการนี้  

ผลเฉลยทั่วไปเขียนไดเปน   x2
2

x
1 ececy +=

เราจะตรวจสอบดูวา ex  และ  e2x   เปนอิสะเชิงเสนหรือไม 
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นั่นคือ ex  และ  e2x  เปนอิสระเชิงเสน 



ตัวอยางที่  4.21 
 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ 

   y′″ – 4y″ + y′ + 6y   =   0 
 สมการชวยของสมการนี้คือ 
   m3 – 4m2+ m + 6   =   0 
 สังเกตวา  m = -1  เปนคําตอบของสมการ  โดยการหารสงัเคราะหเราจะได 
   (m+1) (m2 - 5m + 6)   =   0 
 หรือ  (m+1) (m – 2) (m - 3)   =   0 
 ซ่ึงรากเปนจํานวนจริงที่ตางกันทั้งหมด คือ 
    m1 = -1,  m2

 = 2,  m3  =  3 
 ดังนั้น  ผลเฉลมทั่วไปคือ 
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3.   กรณีท่ี  2  :  m  เปนจํานวนจริงท่ีมีคาซ้ํากัน 
 เราจะเริ่มศึกษาจากตัวอยางตอไปนี ้
ตัวอยางที่  4.22 
 พิจารณาสมการเชิงอนุพันธ 

   y″ – 6y′ + 9   =   0     (4.25) 
 สมการชวยของสมการนี้คือ 
   m2 – 6m + 9   =   0 
 หรือ  (m – 3)2   =   0 
 รากของสมการ คือ  m1  =  3 ,   m2  =  3 
 คําตอบที่สมนัยกับ m1 คือ e3x  และคําตอบที่สมนัยกับ m2  คือ e3x  เชนกัน  ผลรวมเชงิเสน
ของคําตอบจะเปน  c1e

3x + c2e
3x  ซ่ึงเห็นไดชัดวาไมใชผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธขางตน  

เนื่องจากคําตอบทั้งสองไมเปนอิสระเชิงเสน  โดยพจิารณาจาก c1e
3x + c2e

3x  =  c0e
3x  เมื่อ                   

c0 = c1 + c2 ซ่ึง  c0e
3x  ไมใชผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธอันดบั  2 

 เราจะหาคําตอบอีก  1  ตัวทีเ่ปนอิสระเชิงเสน  โดยเราทราบวา e3x เปนคําตอบของสมการ  
โดยทฤษฎีบท 4.7  เราจะใชวิธีการลดอันดบัสมการ 
 โดยให    y  =  e3xv  เมื่อ  v  เปนฟงกชันที่เราจะตองหาออกมา 
 



 จะไดวา   y′  =  e3xv′ + 3e3xv 

   y″  = e3xv″ + 6e3xv′ + ge3xv 
 แทนลงใน (4.25)  เราจะได 

 (e3xv″ + 6e3xv′ + ge3xv) – 6 (e3xv′ + 3e3xv) + ge3xv   =   0 

   e3xv″   =   0 

ให  w  =  v′   เราจะไดสมการอันดับ  1  คือ 

   0
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ซ่ึงคําตอบ  คือ  w  =  c  เมื่อ  c  เปนคาคงตัวไมเจาะจง เราจะเลือกคา w  =  1  เปนผลเฉลยเฉพาะราย  

จาก  v′ = w  เราจะได 
   v(x)  =  x + c0  เมื่อ c0 เปนคาคงตัวไมเจาะจง 
โดยทฤษฎีบท 4.7  เราทราบวาสําหรับทุกคา  c0 
 y  =  v(x) e3x  =  (x+c0) e

3x  เปนคําตอบของ    (4.25) 
และเปนอิสระเชิงเสนกับ  e3x  ดวย  โดยเลือก  c0  =  0 
 เราจะได y  =  x e3x  เปนคําตอบอีกคําตอบหนึ่ง 
เราจะไดคําตอบที่เปนอิสระเชิงเสน  คือ  e3x   และ  xe3x

 ดังนั้น  ผลเฉลยทั่วไปของ (4.25)  คือ 
   y  =  c1e

3x + c2xe3x     (4.26) 
  หรือ y  =  (c1 + c2x) e3x     (4.27) 
จากตัวอยางทีแ่ลวมา  เราจะขยายสูกรณีของสมการทั่วไปอันดับ n  (4.23)  ถาสมการชวย (4.24) มี
รากซ้ํากัน  2  คา  คือ m  เราจะไดวา emx และ xemx เปนผลเฉลยที่เปนอิสระเชิงเสน 
 สมมุติวา รากของ (4.24)  มีคาซํ้ากัน  2  คา คือ m และมรีากที่ตางกัน (n-2) ตัว 
  m1, m2, …, mn-2

 จะมีผลเฉลยทีเ่ปนอิสระเชิงเสน คือ 

   xmxmxmmxmx 2n21 eeexee −,,,,,
 
 
 



 และผลเฉลยทั่วไปเขียนไดเปน 
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ในทํานองเดียวกัน  ถาสมการชวย (4.24)  มีรากซ้ํากัน  3  คา  คือ m  
 จะไดผลเฉลยที่เปนอิสระเชงิเสน คือ emx , xemx และ x2emx

ซ่ึงผลเฉลยทั่วไปในสวนนี้เขียนไดเปน 
  (c1+c2x+c3x

2) emx

จากที่กลาวมาทั้งหมดในกรณีที่  2 นี้  สรุปเปนทฤษฎีบทตอไปนี ้
 
ทฤษฎีบท  4.12 
 1.   พิจารณาสมการเชิงอนุพนัธเชิงเสนเอกพันธอันดับ  n  ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคงตัว  ถา
สมการชวย  (4.24)  มีรากที่เปนจํานวนจริง  m  ปรากฏ  k  ตัว  แลวผลเฉลยทั่วไปของ (4.23)  สวน
หนึ่งเขียนไดเปน 
  (c1+c2x+c3x

2+…+ckx
k-1) emx

 2.   ถา รากที่เหลือของสมการชวย (4.24)  เปนจํานวนจริงที่ตางกัน คอื mk+1 , …, mn  แลว
ผลเฉลยทั่วไปของ (4.23)  คือ 

  y  =  (c1+c2x+c3x
2+…+ckx

k-1) emx + xm
n
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 3.   ถา รากที่เหลือยังคงปรากฏซ้ํากันอยู  เราสามารถเขียนสวนของผลเฉลยทั่วไปไดใน
รูปแบบเดียวกบั  ขอ 1. 
  พิจารณาตวัอยางดังตอไปนี ้
 
ตัวอยางที่  4.23 

 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   y′′′ – 4y′′ – 3y′ + 18y   =   0 
 สมการชวยของสมการนี้ คือ m3 – 4m2 – 3m + 18 =   0 
 มีรากเปน  3, 3, -2   ผลเฉลยทั่วไปเขยีนไดเปน 
  y  =  c1e

3x + c2xe3x + c3e
-2x

 หรือ y  =  (c1 + c2x) e3x + c3e
-2x

 
 
 



ตัวอยางที่  4.24 

 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ   yiv – 5y′′′ + 6y′′ + 4y′ – 8y =   0 
 สมการชวยของสมการนี้ คือ m4 – 5m3 – 6m2 + 4m - 8  =   0 
 มีรากเปน 2, 2, 2, -1   สวนของผลเฉลยทั่วไปที่มีราก  2  เกี่ยวของ 
 คือ y1   =   (c1 + c2x + c3x

2) e2x

 และสวนของรากเดียว –1  คือ 
  y2   =   c4e

-x

 ดังนั้นผลเฉลยทั่วไป  คือ   y  =  y1 + y2

  y   =   (c1 + c2x + c3x
2) e2x+ c4e

-x

 
4.   กรณีท่ี  3  :   m  เปนจํานวนเชิงซอนสงัยุค 

 สมมุติวาสมการชวย (4.24)  มีจํานวนเชิงซอน  a+bi (a, b เปนจํานวนจริง, i2  =  -1, b ≠ 0) 
ที่ไมเปนรากซ้าํ  เนื่องจากสัมประสิทธิ์ของ (4.24)  เปนจํานวนจริง  ดงันั้น  a – bi  กเ็ปนคําตอบที่ไม
ซํ้าของ (4.24)  จะไดสวนของผลเฉลยทั่วไป  เปน 
  k1e

(a+bi)x + k2e
(a-bi)x 

เมื่อ k1, k2  เปนคาคงตัวไมเจาะจง  คําตอบถูกนิยามโดย e(a+bi)x และ e(a-bi)x ซ่ึงเปนฟงกชันเชิงซอน
ของตัวแปรจรงิ x  ซ่ึงสามารถแทนไดดวย  ผลเฉลย  2  ตัว ที่เปนจํานวนจริง และเปนอิสระตอกนั  
โดยใชสูตรของออยเลอร 
  eiθ   =   cosθ  + i sin   สําหรับทุก θ∈R 
เราจะได k1e

(a+bi)x + k2e
(a-bi)x =  k1e

axebix + k2e
axe-bix

     =  eax[k1e
bix + k2e

-bix] 
     =  eax[k1(cos bx + i sin bx) + k2(cos bx – i sin bx)] 
     =  eax[(k1 + k2) cos bx + i (k1 – k2) sin bx] 
     =  eax[c1 sin bx + c2 cos bx] 
เมื่อ  c1  =  i(k1 – k2) , c2  =  k1 + k2   เปนคาคงตัวตัวใหม 

จะไดสวนของผลเฉลยทั่วไปที่สมนัยกับราก  a ≠ bi  คือ 
   eax (c1 cos bx + c2 sin bx) 
ผลจากขางตนรวมกับกรณีที ่ 2  เราจะไดทฤษฎีบทดังตอไปนี ้
 
 



ทฤษฎีบท  4.13 
 1.   พิจารณาสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธอันดับ n (4.23)  ที่มีสัมประสิทธิ์เปนคาคง
ตัว ถาสมการชวย (4.24) มีรากเปนจํานวนเชิงซอนสังยคุ a + bi  และ  a – bi  และไมเปนรากซ้ํา  จะ
ไดสวนของผลเฉลยทั่วไปของ (4.23)  เปน 
   y  =  eax (c1 cos bx + c2 sin bx) 
 2.   ถา  a + bi  และ  a – bi   มีรากซ้ํา  k  คร้ัง  แลวสวนของผลเฉลยทั่วไปของ  (4.23)  เขียน
ไดเปน 
 y = eax[(c1 + c2x + c3x

2 +…+ ckx
k-1) sin bx + (ck+1+ ck+2x + ck+3x

2+…+ c2kx
k-1)cos bx] 

พิจารณาตวัอยางตอไปนี ้
 
ตัวอยางที่  4.25 
 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ 

  y″ + y  =  0 
สมการชวยของสมการนี้ คือ m2 + 1  =  0 

 มีรากเปน  m  =   ±i   ซ่ึงเปนจํานวนจนิตภาพแทของ  a ± bi 
 เมื่อ  a  =  0,  b  =  1  ผลเฉลยทั่วไป คือ 

  y  =  e0x (c1 sin 1⋅x + c2 cos 1⋅x) 
 หรือ y  =  c1 sin x + c2 cos x 
 
ตัวอยางที่  4.26 
 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ 

  y″ – 6y′ + 25y  =  0 
สมการชวยของสมการนี้ คือ m2-6m + 25  =  0  เราจะได 
 

ซ่ึงมีรากเปนจาํนวนเชิงซอนสังยุค a ± bi เมื่อ a = 3 , b = 4 
 จะไดผลเฉลยทั่วไป คือ 
  y  =  e3x (c1 sin 4x + c2 cos 4x) 
 
 
 



ตัวอยางที่  4.27 
 จงหาผลเฉลยทั่วไปของ 

  yiv – 4y″′ + 14y″ – 20y′ + 25y  = 0 
สมการชวยของสมการนี้ คือ 
  m4 – 4m3 + 14m2 – 20m + 25  =  0 
การหารากของสมการนี้คอนขางจะใชเวลา  ดังนั้น เราจะไมแสดงวธีิการหารากของสมการในทีน่ี้  
โดยจะใหคําตอบของสมการ เปน 
  1 + 2i, 1 – 2i, 1 + 2i, 1 – 2i   
ซ่ึงเปนจํานวนเชิงซอนสังยุคที่ซํ้ากัน 
 ผลเฉลยทั่วไป คือ 
  y  =  ex [(c1 + c2x) sin 2x + (c3 + c4x) cos 2x] 

หรือ y  =  c1e
x sin 2x + c2xex sin 2x + c3e

x cos2x + c4xex cos 2x 
  
 
  
 
 
    
   
 
 
   
  
 
 
 
 
 
 
 



5. ปญหาคาเริ่มตน 
เราจะประยุกตผลจากการแกสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพันธ  ที่มีสัมประสิทธิ์คงตัว  ใน

การแกปญหาคาเริ่มตนดังตวัอยางตอไปนี ้
 
ตัวอยางที่  4.28 
 จงแกปญหาคาเริ่มตน 

  y″– 6y′ + 25  =  0      (4.28) 
  y(0)  =  -3       (4.29) 

  y′(0)  =  -1       (4.30) 
ลําดับแรกสังเกตวาโดยทฤษฎีบทที่  4.1  ปญหาขางตนจะมีผลเฉลยเพียง  1 คําตอบ  สําหรับทุก  

x∈R เราจะตองหาผลเฉลยเฉพาะรายของ (4.28) ที่สอดคลองกับเงื่อนไข (4.29) และ (4.30) เราหา
ผลเฉลยทั่วไปของ (4.28) แลวจากตวัอยางที่  4.26 นั่นคือ 
  y  =  e3x (c1 sin4x + c2 cos4x)     (4.31) 
เราจะพบวา  =  e'y 3x[(3c1 – 4c2)sin 4x + (4c1 + 3c2)cos 4x]   (4.32)  
โดยเงื่อนไข  (4.29)  y(0)  =  -3   แทนใน  (4.31) 
 ได -3  =  e0(c1 sin 0 + c2 cos 0) 
 นั่นคือ c2  =  -3        (4.33) 

โดยเงื่อนไข (4.30)   y′(0)  =  -1  แทนใน  (4.32)  จะได 
  -1  =  e0[(3c1-4c2) sin 0 + (4c1+3c2) cos 0] 
 นั่นคือ 4c1+3c2  =  -1       (4.34)  
โดยการแกสมการ (4.33)  และ (4.34)  จะได 
  c1  =  2  ,  c2  =  -3 
แทนคา c1  และ  c2  ใน (4.31)  เราจะไดผลเฉลยคาเดียวของปญหาคาขอบเขตขางตน คือ  

y = e3x (2 sin 4x – 3 cos 4x) 
โดยตรีโกณมติิ  ผลรวมเชิงเสนของ sin และ  cos ของมุมเดียวกัน  สามารถเขียนไดในรูปของ  sin  
คูณกบัคาคงตวั นั่นคือ ผลเฉลยขางตนสามารถเขยีนไดในรูปของ sin(4x+∅) สําหรับคา ∅ ที่เหมาะสม 

  จาก    y = e3x (2 sin 4x – 3 cos 4x) 

คูณทั้งเศษและสวนดวย  22 32 )()( −+   =  13 จะได 

 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= x4

13
3

x4
13
2

e13y x3 cossin  



ซ่ึงสามารถเขียนไดในรูป 

  sinx3e13y = (4x + ∅) 

เมื่อ  sin ∅  = 
13
3−

  และ  con ∅ = 
13
2

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



แบบฝกหัด 
จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธ 

1. y″ – 5y′ + 6y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย ( y=  c1 e

2x + c2e
3x  )   

2.   y″ – 2y′ - 3y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  c1 e

2x + c2e
-x)   

3.   4y″ – 12y′ + 5y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  c1 e 2

x
 + c2e x2

5
)   

4.   3y″ – 14y′ - 5y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  c1 e 3

x−
 + c2e

5x) 

5.   2y″ –  y′ - 6y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  c1 e 2

x3
 + c2e

-2x) 

6.   2y″ +  3y′ - 2y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  c1 e 2

x
 + c2e

-2x) 

7.   4y″ –  4y′ + y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  (c1 + c2x )e 2

1
) 

8.   y″ –  4y′ + 4y  =  0 
วิธีทํา                                                         เ ฉลย (y  =  (c1 + c2x )e

2x) 

9.   y″ +  6y′ + 11y  =  0 

วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  =  ( )x2cx2ce 21
x3 sincos +− ) 

10.   16y″ +  32y′ + 25y  =  0  

วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  =  e-x (c1 cos 
4
3

x  + c2 sin
4
3

 x)) 

11.   y″′ -  3y′′ - y′ + 3y  =  0 
วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  = c1 e

x + c2 e
-x + c3 e

3x) 

12.   y″′ -  6y′′ + 5y′ + 12y  =  0 
วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  = c1 e

-x + c2 e
4x + c3 e

3x) 
   

 



 

13.   y″′ -  5y′′ + 7y′ - 3y  =  0 
วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  = (c1 + c2x) ex  + c3 e

3x ) 

14.   4y″′ + 4y′′ - 7y′ + 2y  =  0 
วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  = (c1 + c2x) e 2

x
 + c3 e

-2x ) 

15.   y″′ -  y′′ + y′ - y  =  0 
วิธีทํา                                                      เ ฉลย (y  =  c1 e

x + c2  sin x + c3 cos x) 

16.   y″′ +  4y′′ + 5y′ + 6y  =  0 

วิธีทํา                                              เ ฉลย (y  =  c1 e
-3x + e 2

x−
 (c2  cos 

2
7

x+ c3 sin 
2
7

x )) 

17.   y″ -  8y′ + 16y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1 + c2 x ) e4x) 

18.   4y″ +  4y′ + y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1 + c2 x ) e 2

x−
) 

19.   y″ -  4y′ + 13y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  e 2x (c1 cos 3x + c2 sin 3x )) 

20.   y″ +  6y′ + 25y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  e -3x (c1 cos 4x + c2 sin 4x )) 

21.   y″ +  9y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  c1 cos 3x + c2 sin 3x) 

22.   4y″ +  y  =  0 

วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  c1 cos  
2
x

 + c2 sin 
2
x

) 

23.   y″′ - 6y″ + 12y′ – 8y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1 + c2 x+ c3x

2) e 2
x−

) 
 

24.  8y″′ + 12y″ + 6y′ + y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1 + c2 x+ c3x

2) e 2
x−

 ) 
 

 



25.  yiv  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y    =  c1 + c2x + c3x

2 + c4x
3) 

26.  yiv – y   =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  c1

ex+ c2 e
-x+ c3cos x + c4 sin x) 

27. yiv + 8y″ + 16y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 x) cos 2x + (c3 + c4 x) sin 2x) 

28. yiv - y″′ -3y″ + y′ + 2y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 x) e-x + c3 

ex + c4 e
2x) 

29. yiv - 3y″′ -2y″ + 2y′ + 12y  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย ((c1e

3x + c2 e
2x + e-x (c3 cos x + c4 sin x)) 

30. yiv + 6y″′ + 15y″ + 20y′ + 12y  =  0 
วิธีทํา                                              เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 x)e-2x + e-x (c3 cos 2 x + c4 sin 2 x) 

31.  yv - 2yiv + y′″   =  0 
วิธีทํา                                                   เ ฉลย (y  =  c1+ c2 x + c3 x

2+ (c4 + c5x)exn 2 x) 

32.  yv + 5yiv + 10y′″ + 10y″ + 5y′ + y  =  0 
วิธีทํา                                                   เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 + c3 x

2+ c4 x
3 + c5x

4)e-x) 

33.  yvi + 3yiv + 3y″ + y  =  0 
วิธีทํา                                                 เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 x + c3 x

2) cos x + (c4+ c5x
2) sin x) 

34.  yvi - 6y′″ + y  =  0    

วิธีทํา                                          เ ฉลย (y  =  (c1+ c2 x)ex + e 2
x−

 [(c3 + c4x) cos 
2
3

 x+                   

                                                              ( c5+c6x) sin 
2
3

x) 

35.  yiv + y  =  0 

วิธีทํา                                         เ ฉลย (y  =  2
x

e (c1 cos
2

x
+ c2 sin 

2
x

) + 2
x

e
−

 

                                                         (c3 cos
2

x
+c4 sin 

2
x

)  

    
 
 



36.  yvi + 64y  =  0 

วิธีทํา                                                  เ ฉลย (y=  x3e (c1 cos x + c2 sin x) + x3e−  (c5 cos x +  
                                                                        c6 sin x) +  c3  cos 2x + c4 sin 2x)) 

 
จงแกปญหาคาเริ่มตนตอไปนี้ 

37.  y″ +  y′ – 12y  =  0 , y(0)  =  3 ,  y′ (0)  =  5 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  2 e4x + e –3x) 

38.  y″ +  7y′ + 10y  =  0 ,  y(0)  =  -4 ,  y′ (0)  =  2 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  -6e-2x + 2e –5x) 

39.  y″ -  6y′ + 8y  =  0 ,  y(0)  =  1 ,  y′ (0)  =  6 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  -e2x + 2e 4x) 

40.  3y″ +  4y′ - 4y  =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  -4 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  2e-2x) 

41.  y″ +  6y′ + 9y  =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  -3 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  2e-3x + 3x e-3x) 

42.  4y″ -  12y′ + 9y  =  0 ,  y(0)  =  4 ,  y′ (0)  =  9 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  4e x2

3
+ 3x e x2

3
) 

 

43.  y″ +  4y′ + 4y  =  0 ,  y(0)  =  3 ,  y′ (0)  =  7 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = 3e-2x + 13 xe-2x) 

44.  9y″ -  6y′ + 6y  =  0 ,  y(0)  =  3 ,  y′ (0)  =  -7 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = 3e-2x + 13 xe-2x) 

45.  y″ -  4y′ + 29y  =  0 ,  y(0)  =  0 ,  y′ (0)  =  5 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e2x sin 5x) 

46.  y″ +  6y′ + 58y  =  0 ,  y(0)  =  -1 ,  y′ (0)  =  5 

วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e-3x (
7
2

sin 7x- cos 7x)) 

 
 
 



47.  y″ +  6y′ + 13y  =  0 ,  y(0)  =  3 ,  y′ (0)  =  -1 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e-3x (4 sin 2x + 3 cos 2x)) 

48.  y″ +  2y′ + 5y  =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  6 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e-x (4 sin 2x + 2 cos 2x)) 

49.  9y″ +  6y′ + 5y  =  0 ,  y(0)  =  6 ,  y′ (0)  =  6 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e 3

x−
 ( sin 2x + 6 cos 2x)) 

50.  4y″ +  4y′ + 37y  =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  -4 

วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e 2
x−

 ( 
2

x6sin−
 + 2 cos 6x)) 

51.  y″′ -  6y″ + 11y′ - 6y   =  0 ,  y(0)  =  0 ,  y′ (0)  =  0  , y″ (0)  =  2 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = ex – 2e2x + e3x) 

52.   y″′ -  2y″ + 4y′ - 8y   =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  0  , y″ (0)  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = e2x – sin 2e + cos 2x) 
 

53.   y″′ -  3y″ + 4y  =  0 ,  y(0)  =  1 ,  y′ (0)  =  -8  , y″ (0)  =  -4 

วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y = 
9

32
 e-x – 

9
23

 e2x +
3
2

 x e2x) 

54.   y″′ -  5y″ + 9y – 5y  =  0 ,  y(0)  =  0 ,  y′ (0)  =  1  , y″ (0)  =  6 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  ex + e2x (2 sin x – cos x)) 

55.   yiv -  3y″′ + 2y″ =  0 ,  y(0)  =  2 ,  y′ (0)  =  0  , y″ (0)  =  2 ,  y″′(0)  =  2 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  -2x + ex ) 
 

56.   yiv -  16y =  0 ,  y(0)  =  1 ,  y′ (0)  =  -4  , y″ (0)  =  4 ,  y″′(0)  =  0 
วิธีทํา                                                     เ ฉลย (y =  e-2x - sin 2x) 
57. กําหนดให  

m4 + 4m3 + 10m2 + 6m + 9  =  (m2 + 2m + 3)2 

จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

  yiv + 4y″′+ 10 y″ + 6y′ + 9y   =  0 
วิธีทํา                                           เ ฉลย (y  =  

( ) ( )[ ]x2xccx2xcce 4321
x cossin +++− ) 



 
58. กําหนดให  

m4 + 2m3 + 5m2 + 4m + 4  =  (m2 + m + 2)2 

จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการ 

  yiv + 2y″′+ 5y″ + 4y′ + 4   =  0 

วิธีทํา                                     เ ฉลย (y  =  ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +++− x

2
7

xccx
2
7

xcce 43212
x

cossin ) 

59.   ถารากของสมการชวยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพนัธอันดับ 10 มีดังนี ้
 4,  4,  4,  4,  2+3i,  2-3i, 2+3i,  2-3i, 2+3i,  2-3i 
        จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการนี้ 
วิธีทํา                  เ ฉลย (y  =  (c1+c2+c3x

2+c4x
3)e4x+e2x[(c5+c6x+c7x

2) sin 3x + (c8+c9x+c10x
2) cos3x]) 

 
60.   ถารากของสมการชวยของสมการเชิงอนุพันธเชิงเสนเอกพนัธอันดับ 12 มีดังนี ้
 2,  2,  2,  2, 2, 2,  3+4i,  3-4i, 3+4i,  3-4i, 3+4i, 3-4i 
        จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการนี้ 
วิธีทํา                  เ ฉลย (y  =  (c1+c2+c3x

2+c4x
3+c5 x4+c6x

5)e2x+e3x[(+c7+c8x+c9x
2) sin 4x + 

(c10+c11x+c12x
2) cos4x]) 

 

61.   กําหนดให  sin x เปนคาํตอบของ 

  yiv + 2y″′+ 6y″ + 2y′ + 5y   =  0 
        จงหาผลเฉลยทั่วไป  
วิธีทํา                                                  เ ฉลย (y  =  c1 sin x + c2 cos x + e-x(c3sin 2x + c4 cos 2x) 

      

62.   กําหนดให  ex sin 2x เปนคําตอบของ 

  yiv + 3y″′+ y″ + 13y′ + 30y   =  0 
        จงหาผลเฉลยทั่วไป  
  วิธีทํา                           เ ฉลย (ผลเฉลยทั่วไป คือ   y  = ex (c1 sin 2x + c2 cos 2x) + c3e

-3x+ c4 e
-2x)) 
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