
บทที่ 1 
บทนําสมการเชิงอนุพันธ 

นิยาม  1.1    สมการเชิงอนุพนัธ  คือสมการที่ประกอบดวย อนพุันธของตัวแปรตามทีเ่ทียบกับ ตวัแปรอิสระ 
                  (ซ่ึงอาจจะมหีลายตัวก็ได )  และตัวแปรทั้งสองแบบนี้ (คือตัวแปรตามและตัวแปรอิสระ)  
ตัวอยาง ของสมการเชิงอนุพนัธ เชน 
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  xy' + y - 3     =    0                                 (3) 

  y"'+ 2(y")2  + y2  - cos x    =    0                         (4) 

  (y")2  + (y')3 + 3y - x2   =    0                         (5) 
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นิยาม  1.2   สมการเชิงอนุพนัธ  ซ่ึงประกอบดวยอนุพันธที่เทียบกับตวัแปรอิสระเพยีงตัวเดียว มีช่ือวา  
 สมการเชิงอนพุันธสามัญ  (ordinary  differential  equation) 
            ตัวอยางเชน สมการที่ (1) ถึง (5) 
 
นิยาม  1.3    สมการเชิงอนุพนัธ   ซ่ึงประกอบดวยอนุพันธที่เทียบกับตวัแปรอิสระตั้งแตสองตัว ขึ้นไป มีช่ือวา  
   สมการเชิงอนพุันธยอย  (partial differential equation) ตัวอยางเชน  สมการที่ (6) และ (7) 
 
นิยาม  1.4  อันดับของสมการเชิงอนุพันธ (order  of  differential  equation) คือ  อันดับสูงสุด ของอนุพันธ 
  
   ของตัวแปรทีป่รากฎในสมการนั้น 
นิยาม  1.5    ถาสามารถทําใหทุกๆอนุพันธในสมการเชงิอนุพันธมีกําลังเปนเลขจํานวนเต็มบวก แลว ระดับขัน้    
                    (degree)  ของสมการเชิงอนุพันธนั้นก็คือ เลขชี้กําลังของอนุพันธซ่ึงมีอันดับสูงสุด ที่ปรากฎอยู
ในสมการเชิงอนุพันธนั้น 
 
 



 
ตัวอยางเชน  สมการ (1)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 1 ระดับขั้น 1 
                   (2)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 2 ระดับขั้น 1 
                  (3)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 1 ระดับขั้น 1 
                  (4)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 3 ระดับขั้น 1 
                   (5)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 2 ระดับขั้น 2 
                  (6)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 1 ระดับขั้น 1 
                   (7)  เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั 2 ระดับขั้น 1 
หมายเหตุ โดยท่ัวไปเราเขียนสมการเชิงอนุพันธสามัญอันดัน n ในรูป      0)y,...,''y,'y,y,x(F )n( =

    โดยที่ F เปนฟงกชันมี n + 2 ตัวแปร คอื   )n(y,...,''y,'y,y,x

 
นิยาม 1.6  สมการเชิงอนุพนัธสามัญเชิงเสนอันดับ n (Linear ordinaly differential  equation of order n ) 
คือสมการเชิงอนุพันธสามัญที่สามารถเขียนอยูในรูป 
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ตัวอยาง เชน 2
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dy +  6y     =  0  เปนสมการเชงิอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดบั 2
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dy3   =  x ex  เปนสมการเชงิอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดบั 4 

นิยาม  1.7  สมการเชิงอนุพนัธสามัญที่ไมใชสมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสน เรียกวา 
                    สมการเชิงอนุพนัธสามัญไมเชงิเสน (A nonlinear ordinaly differential  equation ) 
 
ตัวอยาง สมการเชิงอนุพันธสามัญไมเชิงเสน 
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นิยาม  1.8    ฟงกชันใดๆ  (ซ่ึงไมมีนิพจนของฟงกชันของอนุพันธ)  ทีส่อดคลองกับสมการ 
 เชิงอนุพันธ เราจะเรียกฟงกชันนั้นวาเปน ผลเฉลย (solution) ของสมการเชิงอนุพันธ 
 
ตัวอยาง 1.1 สมการเชิงอนุพนัธ y" - y = 0  มี y1 = ex, y2 = 2e -x และ y3 = c1e

x+c2e
-x    

 เมื่อ c1,c2 เปนคาคงตัวใด ๆ    เปนผลเฉลย 
เพราะ     y1"   =    ex   ดังนั้น   y1" - y1 = 0 
 y2"    =    2e-x   ดังนั้น  y2" - y2 =0 
 y3"    =    c1e

x+c2e
-x    ดังนั้น   y3" - y3 = 0         

ตัวอยาง 1.2   สมการเชิงอนุพันธ  y' = 
xy
xy

−
+  มี x2-y2+2xy = 1 และ x2-y2+2xy = c  เมื่อ c เปนคาคงตัวใด ๆ   

          เปนผลเฉลย  

ตัวอยาง 1.3  สมการเชิงอนุพันธ  z
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จากตัวอยาง 1.1  y1,y2,y3 ตางเปนผลเฉลย ของสมการเชิงอนุพันธ y" - y = 0 และ  y3 เปนผลเฉลยที่มีคาคงตัว
อยู 2 คา   เรียกคาคงตัว c1  , c2นี้วา คาคงตัวไมเจาะจง ( arbitrary  constant )  
และเรียก y3 วาผลเฉลยท่ัวไป (general  solution)  
 สวน  y1 สามารถหาไดจาก y3 โดยแทนคา c1 = 1, c2 = 0   
  และ y2 สามารถหาไดจาก y3 โดยแทนคา c1 = 0 , c2 = 2  
 เรียก  y1  และ  y2วา ผลเฉลยเฉพาะ  (particular  solution)  
นิยาม 1.9      ให            (8) 
 เปนสมการเชงิอนุพันธสามัญอันดับ n  
 1. เรียกฟงกชัน 

0)y,...,''y,'y,y,x(F )n( =

0)c,...,c,c,x(fy n21 ==   เมื่อ c1,c2,...,cn เปนคาคงตัวไมเจาะจง n คา ที่สอดคลอง
กับสมการเชิงอนุพันธ (8) วา ผลเฉลยท่ัวไป 
 2.  เรียกผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ (8)  ที่หาไดจากผลเฉลยทั่วไป โดยการกําหนดคา c1,c2,...,cn 
วา ผลเฉลยเฉพาะ  
 3. เรียกผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ (8)  ที่ไมสามารถหาไดจากผลเฉลยทั่วไป โดยการกําหนดคา                        
วา    ผลเฉลยซิงกูลาร (singular solution) 
ตัวอยาง 1.4   สมการเชิงอนุพันธ  (y')2 - xy' + y = 0  มี y = cx - c2  เปนผลเฉลยทั่วไป และ เราสามารถทดสอบ
ไดวา  
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  การกําหนดคา c  ดังนั้นผลเฉลย 
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=  จึงเปนผลเฉลยซิงกูลาร 

  ในที่นี้สมการเชิงอนุพันธ ที่เราจะกลาวตอไปจะเปนสมการเชิงอนุพันธสามัญ ซ่ึงสมการเชิง
อนุพันธสามัญจะมีผลเฉลยซิงกูลารนอยมากเราจึงไมสนใจ และโดยทั่วไปสมการเชิงอนุพันธ อาจมผีลเฉลย
หรือ ไมมีผลเฉลยก็ได หรือมีผลเฉลยแตไมใชผลเฉลยทั่วไป เชน สมการ เชิงอนุพันธ (y')2 + 1 = 0 จะไมมีผล
เฉลยสําหรับฟงกชันบนจาํนวนจริง  และ สมการ เชิงอนุพันธ  |y'| + |y| = 0  มีแต ฟงกชัน  y = 0 เปนผลเฉลย
เทานั้น ซ่ึงไมมีผลเฉลยทั่วไป 
  

ดังนั้นคําถามจึงมีอยูวาถามีสมการเชงิอนุพันธสามัญอันดับ n  
    1. จะรูไดอยางไรวามีผลเฉลยท่ัวไปหรือไมมีผลเฉลยท่ัวไป 
  2. ถามีผลเฉลยท่ัวไป จะมีเพียงผลเฉลยเดียวหรือไม 
  3. วิธีการหาผลเฉลยทั่วไปนั้น 
  
    ตอไปเมือใชคําวา  สมการเชิงอนพุันธ  ใหหมายถึง  สมการเชิงอนุพนัธสามัญ 
 
 



นิยาม 1.10  ให  F(x,y,y',y'', ... , y(n))  =  0       (9) 
 เปนสมการเชงิอนุพันธอันดบั n   
 ปญหาเงื่อนไขเริ่มตน (Initial value problems) คือปญหาที่ประกอบดวยการหา ผลเฉลย สมการ (9 ) 
 ที่สอดคลองกับเงือนไขเริ่มตน n เงื่อนไขในรูป y(x0) = c0 ,y'(x0) = c1 ,..., y

(n-1)(x0) = cn-1 
 เมื่อ x0, c0, c1,..., cn-1    เปนคาคงตัว 
 ปญหาเงื่อนไขขอบเขต (boundary value problems) คือปญหาที่ประกอบดวยการหา ผลเฉลย สมการ (9 ) 
ที่สอดคลองกับเงือนไขขอบเขต n เงือนไข ที่กําหนดคา y และ อนุพนัธของ y ณ คาของตัวแปร x ตั้งแต 2 คา
ขึ้นไป 
 
ตัวอยางปญหาเงื่อนไขเริ่มตน เชน  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ y" + 2y' + y = sin xเมื่อ y(0) = 0 , 
y'(0) =1 
ตัวอยางปญหาเงื่อนไขขอบเขต  เชน  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  y" = ex   เมื่อ  y(0) = 1 , y'(2) = 5 
  

การมีอยูของผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียว 
 

ทฤษฎีบท 1.1   พิจารณาสมการอนุพันธ   )y,x(f
dx
dy

=      (10) 

   ถา 1. ฟงกชัน f มีความตอเนื่อง บนโดเมน D   และ  
       2. อนุพันธยอย fy มีความตอเนื่อง บนโดเมน D เชนกนั 
            ให (x0,y0) เปนสมาชิกใน D แลว จะมี h > 0 ที่ทําให สมการอนุพนัธ (10) มีผลเฉลย  y = y(x) 
เพียงผลเฉลยเดียวสําหรับทกุ x บน ชวง |x -x0| < hที่สอดคลองเงือนไข   y(x0) = y0 
(สําหรับผูสนใจสามารถดูการพิสูจนจากหนังสือ Differential Equation ของ Shepley L. Ross ) 
 

ทฤษฎีบท 1.2   พิจารณาสมการอนุพันธ   )y,...,''y,'y,y,x(f
dx

yd )n(
n

n

=   (11) 

     ถา  1.  ฟงกชัน f มีความตอเนื่อง บนโดเมน D   และ  
          2. มีคาคงตัว k > 0 ที่ทําให | f(x,x1,x2,...,xn) -f(x,y1,y2,...,yn) | < k ( |x1  - y1| + |x2 - y2| +...+|xn - yn| ) 
  เมือ (x,x1,x2,...,xn) , (x,y1,y2,...,yn) เปนสมาชิกใน D  
          ให (x0,c0,c1,...,cn-1)  เปนสมาชิกใน D แลว จะมี h > 0 ที่ทําให สมการอนุพันธ (11) 
 มีผลเฉลย  y = y(x) เพียงผลเฉลยเดียวสําหรับทุก x บน ชวง |x -x0| < h 
        ที่สอดคลองเงือนไข   y(x0) = c0  , y'(x0) = c1 , y"(x0) = c2 ,..., y

(n-1)(x0) = cn-1 
(สําหรับผูสนใจสามารถดูการพิสูจนจากหนังสือ Differential Equation ของ Shepley L. Ross ) 
 


