
บทท่ี 2 
สมการเชิงอนพุันธอันดับหนึ่งและระดับขั้นหนึ่ง 

 
สมการเชิงอนุพันอันดับหนึง่และระดับขัน้หนึ่ง มีรูปแบบทั่วไปคือ 

      )y,x(f
dx
dy

=        (1) 

และจาก ทฤษฎีบท 1.1 เราทราบเงื่อนไขทีส่มการ (1)มีผลเฉลยเพียงผลเฉลยเดียวแลวส่ิงที่สนใจ
ตอไปก็คือวิธีการหาผลเฉลย 
เนี่องจากเคยทราบมาแลววา ถามีฟงกชัน y = y(x) โดยที่ y สามารถหาอนุพันธที่ x ใด ๆ แลวเรา
สามารถกําหนดผลตางอนุพัทธของ y (dy) = y'(x) dx ดังนั้นจากสมการ (1) เราอาจเปลี่ยนเปนรูป
สมการใหมดังนี้ 

dy = f(x,y) dx หรือ  dy - f(x,y) dx = 0 

ซ่ึงเปนรูปแบบหนึ่งของสมการเชิงอนุพันธ ในรูปแบบของผลตางอนุพัทธ 

ในทางกลับกนัสมการเชิงอนุพันธ ในรูปแบบของผลตางอนุพัทธ  

   M(x,y) dx + N(x,y) dy     =   0            (2) 

ถา N(x,y)   0 เราสามารถเปลี่ยนสมการ (2) เปน สมการ  ≠
)y,x(Ndx

=
)y,x(Mdy       (3) 

และ ถา M(x,y)  0 เราสามารถเปลี่ยนสมการ (2) เปน สมการ ≠
)y,x(Mdy

=
)y,x(Ndx     (4) 

ซ่ึงสมการ (4) คือสมการเชิงอนุพันธ ที่มี x เปนฟงกชันของ y  

สําหรับทุก (x,y) ที่ทําให M(x,y) = N(x,y) = 0 สมการ (3) และ  สมการ (4) จะไมมีความหมาย แต

สมการ (2) จะมีผลเฉลยไดมากมายซึ่งไมนาสนใจ 

 

  อยางไรก็ตาม สมการ (2) สามารถหาผลเฉลยในรูปแบบฟงกชัน y(x)   หรือ ฟงกชัน x(y)  

ซ่ึงก็จะเปนผลเฉลยของสมการ (1) และในบทกลับก็เปนจริงดวยดังนัน้ในบทนี้เราจะกลาวถึงวิธีการ

หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธอันดับหนึ่งและระดบัขั้นหนึ่ง ซ่ึงอาจจะอยูในรปูสมการ (1) หรือ 

อยูในรูปสมการ (2) เมือ N(x,y)  0 และ M(x,y) ≠ ≠  0  



2.1 สมการเชิงอนุพันธแบบตวัแปรแยกกันได (Variables Seperable Equations) 

     ถาสมการเชิงอนุพันธ  )y,x(f
dx

=
dy สามารถจัดใหอยูในแบบ 

   M(x) dx +  N(y) dy   =   0                (5) 

     โดยที่   M(x)   เปนฟงกชันของ x ตัวเดยีว 

      และ     N(y)   เปนฟงกชันของ y ตัวเดยีว 

 แลวเราจะเรียกสมการ   (5)  วาเปนแบบตวัแปรแยกกันได  (variable seperable)  

ซ่ึงจะหาผลเฉลยไดทันที โดยการอินทิเกรตจะไดผลเฉลยในรูป 

           เมือ  C เปนคาคงตัวไมเจาะจง และจะมีเพยีงคาเดยีวเทานั้น 

ตัวอยาง 2.1.1   จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  

Cdy)y(Ndx)x(M =+ ∫∫

dx
dy =  2)1y(

x
+

3

  

วิธีทํา   จาก 
dx
dy =  2)1y(

x
+

3

    จัดสมการใหมไดเปน (y + 1)2dy - x3dx  =  0   

  อินทิเกรตได     
3

)1y( + 3

+  
4

x 4

 =   C 

   หรือ     4(y + 1)3 + 3x4   =    C                 # 

ตัวอยาง 2.1.2    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  
dx
dy +  

)x1(xy
y1

22 +
+ 3

=  0 

วิธีทํา      จัดสมการใหมไดเปน xy2(1+ x2)  dy + (1+ y3)dx =   0 

           หรือ   3

2

y1
y
+

dy  +   
)x1(x

1
2+

dx   =   0 
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+
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อินทิเกรตได     
3
1 ln | 1+y3 | +   ln | x |  -  

2
1 ln (1+x2  )  =   C 

    ln  32
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ตัวอยาง 2.1.3    จงหาผลเฉลยของปญหาเงอืนไขเริ่มตน (3x+xy2)dx - (y+x2y)dy = 0  เมื่อ y(1) =  -3 

วิธีทํา  จัดสมการใหมได   x(3 + y2) dx  -  y(1 + x2) dy    =   0 

          ( 2x1+
x ) dx  -  ( 2y3 +

y )      =   0 

 อินทิเกรตได  
2
1 ln(1 + x2 )  -  

2
1 ln( 3 + y2 )    =  c     

              จาก y(1)  =  3  ทําใหได  
2
1 ln(1 + 1 )  -  

2
1 ln( 3 + 9 )   =  c 

     
2
1 ln 2   -  

2
1 ln 12          =    c 

      
2
1 ln( 

6
1 )                     =   c 

  

ดังนั้น  ผลเฉลยคือ  
2
1 ln(1 + x2 )  -  

2
1 ln( 3 + y2 )         =    

2
1 ln( 

6
1 ) 

   หรือ        6(1 + x2)    =    (3 + y2)   # 



แบบฝกหัด 2.1  
จงหาผลเฉลยทั่วไปของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ 

  

1) x(x + 3) dy - y(2x + 3) dx = 0       

 2) 
dx
dy =  2

3

x1
y1

+
+  

 3) 
dx
dy =   

xsin
ycos

2

2

   

 4) 
dx
dy =  

)3x)(2y)(1x(
)3y)(2x)(1y(

+−−
+−−  

 5) 
dx
dy =    2xx4

y
−

   

 6) 
dx
dy  =

)3y(x
y4
−

 

  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตามเงื่อนไขที่กําหนด 

 7. 
dx
dy =    

y
xyx + 2

  ,    y(1)  = 0   

 8.   2y cos x dx + 3sin x dy  =  0   ,     y(
2
π )  =  2 

 9. sin2  y dx  +  cos2  x dy  =  0  ,      y(
4
π )  =  

4
π   

 10.   
dt
dI +  5I    = 10  ,       I(0)  = 0 

 11. x sin y dx + (x2 + 1) dy  =   0  ,      y(1)  =  
2
π  

 12.  8 cos2y dx  +  csc2x dy  =  0 ,      y(
12
π ) =  

4
π   

 
 



 2.2 สมการเอกพันธ  (Homogeneous Equations) 
นิยาม 2.2.1    เราจะเรียกฟงกชัน  f(x,y) วาเปนฟงกชันเอกพันธ ระดับขั้น n      
         ก็ตอเมื่อ  f(kx , ky)  = knf(x,y)  เมือ k เปนคาคงตัวใด ๆ ที่ไมใช 0 
ตัวอยาง 2.2.1   f(x,y)  = x4 - x3y  เปนฟงกชันเอกพันธระดับขั้น 4   
 เพราะวา     f(kx,ky)   =  (kx)4 - (kx)3(ky) 
                         =  k4x4 - k4x3y 
                         =  k4(x4- x3y) 
                         =  k4 f(x,y)      # 

ตัวอยาง 2.2.2  ⎟
⎠
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x
ytanex)y,x(f x

y

 เปนฟงกชันเอกพันธระดับขั้น 0 

 เพราะวา   f(kx,ky)   =  ⎟
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      =  ⎟
⎠
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⎜
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x
ytanex x
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                      =  k0f(x,y)      # 
ตัวอยาง 2.2.3   f(x,y) = x2+cos x sin y  ไมเปนฟงกชันเอกพันธ 
 เพราะวา    f(kx,ky)  = (kx)2 + cos kx sin ky 
                       = k2x2 + cos kx sin ky   ≠   kn f(x,y)   # 

    สมการเชิงอนุพันธ   )y,x(f
dx
dy

=   จะเรียกวาสมการเอกพันธถาสามารถจัดใหอยูในรูป

สมการ 
   M(x,y)dx + N(x,y)dy  =  0        (6 )         
 โดยที่ M(x,y) และ N(x,y) เปนฟงกชันเอกพันธที่มีระดับขั้นเทากัน 

ตัวอยาง 2.2.4    x ln  
x
y dx + 

x
y2

arcsin 
x
y dy  =  0   เปนสมการเอกพันธระดับขัน้ 1    # 

ตัวอยาง 2.2.5   (x2  + y2  ) dx - (xy2   - y3) dy = 0ไมเปนสมการเอกพันธ    #  

         การแกสมการเอกพันธทําไดโดยการเปลี่ยนตัวแปรโดยให   
x
yv =   

ดังนั้น  y = vx  จะได  dy = x dv + vdx  ไปแทนคาในสมการ  (6)  จะไดสมการ 

 M(x,vx) dx  +  N(x,vx) (x dv  +  v dx)          =   0 

 (M(x,vx) + vN(x,vx) ) dx + xN(x,vx) dv      =   0 

[xkM(1,v) + vxk N(1,v)] dx +  xxkN(1,v) dv  =   0  เมื่อ k คือระดับขั้นของ M(x,y) และ N(x,y) 

 0dv
)v,1(vN)v,1(M

)v,1(N
x

dx
=

+
+  



  ซ่ึงเปนสมการแบบตัวแปรแยกกันได  จากนั้นใชการแกสมการแบบตวัแปรแยกกันไดหาผลเฉลย

ตอไป 

 

หมายเหตุ  1.  ถาสมการ M(x,y)dx + N(x,y)dy  =  0    เปนสมการเอกพันธ เราสามารถจัดอยูในรูป 

   
dx
dy =  -  

)y,x(N
)y,x(M = - 

)
x
y,1(N

)
x
y,1(M

  

ซ่ึงฟงกชัน  - 
)

x
y,1(N

)
x
y,1(M

 เปนฟงกชันของ  
y
x   สามารถเขียนใหมเปน F( 

y
x  ) 

 นั่นคือ สมการเอกพันธสามารถเขียนอยูในรูป    )
x
y(F

dx
dy

=  

  2.  วิธีหาผลเฉลยของสมการเอกพันธสามารถแทนคา  
x
yv =  ก็ไดการทีจ่ะเลือกแทนคา 

   
x

v =
y  หรือ  

y
v =

x  ก็ขึ้นกบัวา วิธีไหนจะสะดวกกวากนั 

ตัวอยาง 2.2.6   จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ    2xy dy  =  (x2-y2) dx 

วิธีทํา     จะเหน็ไดวาเปนสมการเอกพันธระดับขั้น 2 

      ให   
x

v =
y   ดังนั้น  y = xv   และ  dy = xdv + vdx   จะได 

  2x2  v(x dv + v dx) - (x2   - x2  v2  ) dx   =  0 

  2x3 v dv + 2x2   v2  dx - x2   dx + x2   v2  dx   =  0 

  2x3 v dv + (3x2   v2   - x2   ) dx                  =  0 

  2x3 v dv + x2 (3v2  - 1)  dx                 =  0 

             
)1v3(

v2
2 −

dv +  
x

dx   =  0 

             
3
1 ln (3v2   - 1) + ln x                    =  ln  C1 

                    x(3v2   - 1) 3
1

    =   C 



     แทนคา   
x
yv =       

          3
1

223
1

)xy3(x −    =   C               #    
 

ตัวอยาง 2.2.7    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ (1 + 2e y
x

) dx + 2e )
y
x1(y

x

− dy = 0 

วิธีทํา   เปนสมการเอกพันธระดับขั้น  0 

        ให   
y

v =
x      ดังนั้น  x = vy  และ  dx = v dy + y dv  จะได 

                  (1 + 2ev )(vdy + ydv) + 2ev(1 - v)  dy    =   0 

 y(1 + 2ev )dv + [v(1 + 2ev ) + 2ev(1 - v) ] dy  =   0 

                   y(1 + 2ev ) dv + (v + 2ev ) dy    =   0 

           v

v

e2v
e21

+
+ dv +   

y
dy   =   0 

          ln (v + 2ev  ) + ln y             =  ln C1 

            y(v + 2ev  )                 =  C 

  แทนคา   v =  
y
x  

    x + 2ye y
x

  =  C                      #  

 

 

 



แบบฝกหัด 2.2 

  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ 

 1) xdy - ydx -  22 yx − dx  =  0    

 2) (2x sinh 
x
y +  3y cosh 

x
y ) dx - 3x cosh 

x
y dy  =  0  

 3) (2x + 3y)dx + (y - x)dy = 0   

 4) x sin )xdyydx(
x
y

+ + y cos )ydxxdy(
x
y

− = 0  

 5) (x2  - 2y2  )dy + 2xy dx  =  0    

 6) 
dx
dy =  

x
y + 

x
ysec2  

 7) 
dx
dy =  

x
y2 + 

y
x3

+ 2x
ytanx ‚ โดยการแทนคา  y = vx2  

  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตามเงื่อนไขที่กําหนด ในขอ 8) ถึง 9) 

 8. y(2x2 - xy + y2) dx - x2(2x - y) dy    =   0, y(1)  =  
2
1  

 9. v(3x + 2v) dx - x2 dv   =   0  , v(1) = 2 
 10.  ให M(x,y) dx + N(x,y) dy  = 0 เปนสมการเอกพันธ จงแสดงวา โดยการเปลีย่นตัวแปร  

 และ θ= cosrx θ= sinry จะทําใหสมการที่ไดเปนสมการแบบตัวแปรแยกกนัได ในตัวแปร r 
และ    
 11. ให F(x,y) เปนฟงกชันเอกพนัธ ระดับขั้น n จงแสดงวา สมการเชิงอนุพันธในรูป  
  y

θ

nf(x) dx  +  F(x,y) (y dx - xdy)   =   0  
  สามารถหาผลเฉลยไดโดยการแทนคา y = xv   
 



2.3 สมการเชิงอนุพันธในรปู  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++
++
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111

cybxa
cybxaF     (7 )  

  เมื่อ a1 ,b1 ,c1,a2,b2 และ c2  เปนจํานวนจริง 
     
 กรณีท่ี1           a1b2 - a2b1    0  เราสามารถแปลงสมการ (7) เปนสมการเอกพันธได โดยให 
  u = x - h  และ  v = y - k เมื่อ h, k เปนคาํตอบของระบบสมการเชิงเสน 
  a

≠

1x+b1y+c1  =  0  
 และ a2x+b2y+c2  =  0  

 จาก  u = x - h  และ  v = y - k   จะได   
dx
dy

du
dv

=  

 แทนคาในสมการ (7) จะได  

⎥
⎥
⎥
⎥
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⎡
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22
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 ซ่ึงเปนสมการเอกพันธ จึงใชวิธีการหาผลเฉลยซึ่งไดศึกษามาแลวในหวัขอ 2.2 
 
กรณีท่ี 2    a1b2 - a2b1  =  0  ดังนั้น จะมคีาคงตัว  m  ที่ทําให  a1x + b1y = m(a2x + b2y) 

  ให u = a2x + b2y  ,      
dx
dyba

dx
du

22 +=  

  แทนคาในสมการ (7) จะได  ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
+

+=
2

1
22 cu

cmuFba
dx
du  

ซ่ึงเปนสมการแบบตัวแปรแยกกนัได จึงใชวิธีการหาผลเฉลยซึ่งไดศึกษามาแลวในหวัขอ 2.1 
 
 
ตัวอยาง 2.3.1  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  (x - 2y + 1) dx + (4x - 3y - 6) dy  =  0 (8) 
วิธีทํา  จากสมการ(8) จะไดวา a1 = 1,  a2 = 4 , b1 =  -2 และ b2 = -3  ซ่ึง a1b2 - a2b1    0  
 หา h, k ที่สอดคลองระบบสมการ  h - 2k + 1  =  0 
           4h - 3k - 6  =  0 
  จะได h = 3 , k = 2 โดยการเปลี่ยนตัวแปร ให 
         u = x - 3  ดังนั้น du   =  dx 
        v = y - 2 ดังนั้น dv   =  dy 
 แทนในสมการ (8) จะได (u - 2v) du + (4u - 3v) dv    =   0    (9) 

  ซ่ึงคือ สมการเอกพันธ ให  

≠

u
vw =   หรือ v = uw ได dv = u dw + w du แทนในสมการ 



(9) ได 
  (1 - 2w) du  + (4 -3w) (u dw + w du)    =  0 
  (1 - 2w + 4w - 3w2) du +  u(4 - 3w) dw   =  0  

                       0dw
w3w21

w34
u

du
2 =⎟
⎠
⎞
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  อินทิเกรดได    ln u  + 
2
1  ln(3w2-2w-1)  -   ⎥⎦
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1w3
3w3ln

4
3      =  C 
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−−− 4
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22

u
Cln

1w3
3w3ln)1w2w3ln(  

 หรือ       u4 (3w + 1)5    =   c(w - 1) 

 แทนคา 
u
vw =   ได                (3v + u)5   =   c(v - u) 

 แทนคา u = x - 3 , v = y - 2  ได      (x + 3y - 9)5   =  c ( y - x + 1)   # 

 

ตัวอยาง 2.3.2  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  (x + 2y + 3) dx + (2x + 4y - 1) dy  =  0 (10) 

วิธีทํา  จากสมการ(10) จะไดวา a1 = 1,  a2 = 2 , b1 =  2 และ b2 = 4  ซ่ึง a1b2 - a2b1  =  0 

          ให   u =  x + 2y  ,      du =   dx + 2dy  แทนในสมการ (10) ได 

   (u + 3) dx + (2u - 1) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2
dxdu   =   0 

    7 dx + (2u - 1) du     =  0 

  อินทิเกรดได                   7x + u2 - u              =  c  

 แทนคา u  =  x + 2y ได     7x  + (x + 2y)2 - x + 2y)    =  c 

    x2 + 4xy + 4y2 +6x - 2y      =  c    # 

 



แบบฝกหัด 2.3 

             จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ 

 1.  (5x + 2y +1) dx + (2x + y + 1) dy = 0 

 2.  (3x -  y +1) dx - (6x - 2y - 3) dy = 0 

 3.  ( x - 2y - 3) dx + (2x + y - 1) dy = 0 

 4.  (10x - 4y + 12) dx - (x + 5y +3) dy = 0 

 5. 
dx
dy =  

2

1yx
5y3x
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+
−−  

 6. 
dx
dy1yx ++ =  1yx −+  

 7. 
dx
dy =   ex+3y + 1  

 8.    
dx
dy =   tan2(x+y)  

 9.    
dx
dy =    2)1yx(

1
++

 

 10.    
dx
dy =  

)3y2x(
2
−+

 

    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตามเงื่อนไขที่กําหนด  

 11.   (6x + 4y + 1) dx + (4x +2y +2) dy  =  0, 3
2
1y =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 12.   (3x - y - 6) dx  +  (x + y + 2) dy  =  0 ,     y(2)  = -2 
 13. (2x + 3y + 1) dx + (4x + 6y +1) dy  =  0,     y(-2)  =  2 
 14. (4x + 3y + 1) dx + (x + y +1) dy  =  0, y(3) = -4 
  



 
 2.4 สมการแมนตรง (Exact Equation) 
นิยาม 2.4.1   สมการ  M(x,y)dx + N(x,y)dy  = 0   จะเรยีกวาเปนสมการแมนตรง 
 ก็ตอเมื่อมีฟงกชัน  F(x,y)   ซ่ึงมีคุณสมบัติวา dF(x,y)  =  M(x,y)dx + N(x,y)dy  เรียก 
 M(x,y)dx + N(x,y)dy  วาเปนผลตางอนุพัทธแมนตรง (Exact differential)  ของ x และ y 
      ดังนั้น สมการจะมีแบบเปน  dF(x,y) =  0 
      ซ่ึงจะมีผลเฉลยเปน            F(x,y) =  C 
 
ตัวอยาง 2.4.1    สมการ  y2dx + 2xy dy  =  0  เปนสมการแมนตรงเพราะวา 
                     d(xy2 ) =  y2 dx + 2xy dy     # 
 

ตัวอยาง 2.4.2   สมการ  0
x

dx
y

dy
=−    เปนสมการแมนตรง เพราะวา 

              
x

dx
y

dy
x
ylnd −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛       # 

 โดยทั่วไปคงไมงายนกัในการที่จะบอกวาสมการใดเปนสมการแมนตรง  และสมการใดไมใช
สมการแมนตรง  
 ดังนั้นจึงมีทฤษฎีที่จะชวยในการทดสอบและหาเงือนไขที่จําเปนและเพียงพอในการที่จะบอกไดวา
สมการใดเปนสมการแมนตรง  
 
ทฤษฎีบท 2.4.1    

ถา  
y

)y,x(M
∂

∂ และ 
x

)y,x(N
∂

∂ เปนฟงกชันตอเนือ่ง บน D = { (x,y) : a < x < b ,c < y < d } 

 แลว สมการ M(x,y)dx + N(x,y)dy  =  0 เปนสมการแมนตรง ก็ตอเมือ่  
x

)y,x(N
y

)y,x(M ∂
=

∂
∂  

ทุกคา (x,y) บน D 
พิสูจน  ให  M(x,y) dx + N(x,y)dy  =  0 เปนสมการแมนตรง 

 ดังนั้น จะมี F(x,y) ที่  )y,x(M
x

)y,x(F
=

∂
∂          และ     )y,x(N

y
)y,x(F
=

∂
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 เพราะฉะนั้น            
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)y,x(N
∂

∂ เปนฟงกชันตอเนื่องทุกคา x,y บน Dทําให 

     
yx

)y,x(F
xy
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∂  ทุกคา x,y บน D 



 ดังนั้นได    
x

)y,x(N
y
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∂
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∂
∂    ทุกคา x,y บน D 

 

พิสูจนในทางกลับ      ให   
x

)y,x(N
y

)y,x(M
∂

∂
=

∂
∂  ทุกคา x,y บน D     จะตองหา ฟงกชัน F(x,y) ที่

ทําให 
   dF(x,y)        =    M(x,y)dx     +    N(x,y)dy 

 แตจาก               d F(x,y)        =    dy
y

)y,x(Fdx
x

)y,x(F
∂

∂
+

∂
∂      

  นั่นคือจะหาฟงกชัน F(x,y)  ที่ทําให  )y,x(M
x

)y,x(F
=

∂
∂ และ   )y,x(N

y
)y,x(F
=

∂
∂

ทุกคา x,y บน D  

 กอนอืนจะแสดงวา  ∫∂
∂

− dx)y,x(M
y

)y,x(N เปนฟงกชันของ y อยางเดียวโดยจะ

แสดงวา 

   0dx)y,x(M
y
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           =  
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)y,x(N
∂

∂
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∂
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         =   0  (จากขอกําหนด) 

 ดังนั้น  ให ∫ ∫∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
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−+= dydx)y,x(M
y

)y,x(Ndx)y,x(M)y,x(F  

จะได   )y,x(M
x

)y,x(F
=

∂
∂     

 และ    )y,x(N
y

)y,x(F
=

∂
∂   

ดังนั้นสมการ M(x,y)dx + N(x,y)dy  =  0 เปนสมการแมนตรง   #
  
   จากผลของการพิสูจน ทําใหไดวา ถา  M(x,y)dx + N(x,y)dy  =  0 เปนสมการแมนตรง แลวผล
เฉลยคือ 
  



      Cdydx)y,x(M
y

)y,x(Ndx)y,x(M =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
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−+ ∫ ∫∫  

 
และผูอานสามารถพิสูจนในทํานองเดียวกนัวาฟงกชัน  F(x,y) อาจหาไดอีกวิธีหนึ่งคอื 

 ∫ ∫∫ ⎥⎦
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จากตัวอยาง 2.4.1 เราจะเห็นไดงายวา    
x
xy2y2

y
y2

∂
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∂  และ 

 222 xydydxy
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และตัวอยาง 2.4.2   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

x
1

y
0

y
1

x
 

 
x
ylndydx

x
1

yy
1dx

x
1)y,x(F =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

−+−= ∫ ∫∫    

 การหาผลเฉลยของสมการแมนตรง  นอกจากจะหาฟงกชัน F(x,y) ดังกลาวแลว  ก็อาจจะ
กระทําไดโดยอีกวิธีหนึ่งซ่ึงเรียกวิธีนีว้าวิธีการจัดกลุม (Method of Grouping) ของตัวแปรของ
สมการใหเหมาะสมดังตัวอยางตอไปนี้  
ตัวอยาง 2.4.3  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  2xy dx + (x2 + cos y) dy  =  0 
วิธีทํา     M(x,y) = 2xy  ,  N(x,y) = x2 + cos y 

      ดังนั้น     
x

)y,x(Nx2
y

)y,x(M
∂

∂
==

∂
∂        

เพราะฉะนั้น จึงเปนสมการแมนตรง  โดยจัดกลุมของสมการใหมจะได 
               ( 2xy dx + x2dy ) + cos y dy   =  0 
                     d(x2y ) + d sin y           =  dc 
 อินทิเกรตได           x2y + sin y             =  c          # 
 
ตัวอยาง 2.4.4    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  (3x2 + 4xy) dx + (2x2 + 2y) dy = 0 

วิธีทํา   เนื่องจาก     )y2x2(
x

x4)xy4x3(
y

22 +
∂
∂

==+
∂
∂  

      ดังนั้น จึงเปนสมการแมนตรง  โดยการจดักลุมของสมการ จะได 
        3x2 dx + (4xy dx +2x2)dy + 2ydy   =  0 
        dx3 +  d(2x2 y ) + dy2     =  dc 
 อินทิเกรตได     x3 + 2x2 y + y2     =  c   # 
 
 



ตัวอยาง 2.4.5   จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ (2x cos y + 3x2y) dx + (x3 - x2sin y - y)dy  = 0 
วิธีทํา   เนื่องจาก    

  ดังนั้นจึงเปนสมการแมนตรง  โดยการจดักลุมมของสมการจะได 
  ( 2x cos y dx – x2 sin y dy )+ (3x2 y dx + x3dy )- y dy =  0 

        d (x2cos y )+ d (x3y )  -   )
2
y(d

2

  =  dc 

 อินทิเกรตได     x2 cos y + x3 y  -  
2
y2

   =  c   # 

      พิจารณาสมการ  ydx + 2x dy = 0  จะเหน็ไดวา สมการนี้ไมเปนสมการแมนตรงเพราะ 

  1
y
y
=

∂
∂   และ  2

x
x2
=

∂
∂ แตสมการนี้สามารถทําใหเปนสมการแมนตรงไดโดยการนํา y  

 ไปคูณสมการจะได  y2 dx + 2xy dy  =  0    ซ่ึงจะเปนสมการแมนตรง 
นิยาม 2.4.2  เราจะเรียกฟงกชัน u(x,y) วาเปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต (integrating  factor) 
ของสมการ  M(x,y) dx + N(x,y) dy  =  0 ก็ตอเมื่อ u(x,y)[M(x,y)dx+N(x,y)dy]  =  0 เปนสมการ
แมนตรง 

ตัวอยาง 2.4.6   2x
1    เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของ  x dy - y dx    =   0  

เพราะเมื่อนํา  2x
1 คูณสมการตลอดจะได  0dx

x
ydy

x
1

2 =−  ซ่ึงเปนสมการแมนตรง  #

  

ตัวอยาง 2.4.7   
xy
1    เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของ  x dy - y dx 

    เพราะเมื่อนาํ   
xy
1   คูณสมการตลอดจะได   0dx

x
1dy

y
1

=− ซ่ึงเปนสมการแมนตรง  #

  
 จากตัวอยาง  2.4.6  และตัวอยาง 2.4.7  เราจะเห็นไดวา  สมการเชิงอนุพันธหนึ่งอาจจะมีตวั  
ประกอบเพื่ออินทิเกรตไดมากกวา 1 ตัวประกอบกไ็ด  
 ส่ิงที่สนใจก็คอืสมการเชิงอนุพันธทุกสมการมีตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต หรือไม ?  
และการหาตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตจะหาไดอยางไร ซ่ึงจะขอพิจารณาดังนี ้
 ถา  u(x,y) จะเปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของสมการ M(x,y) dx + N(x,y) dy  =  0  
แลว   u(x,y) จะตองมีคุณสมบัติที่ทําใหสมการ  u(x,y)M(x,y) dx + u(x,y)N(x,y) dy  =  0  เปน
สมการแมนตรง 
ซ่ึงจาก ทฤษฎบีท 2.4.1  ทําใหไดวา 
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 เปนสมการเชงิอนุพันธยอย ซ่ึงยังไมสามารถรูผลเฉลยไดในตอนนี้  แตจะศึกษา u(x,y) ใน

บางกรณีเทานัน้ 
กรณีท่ี 1   u(x,y)   เปนฟงกชันของ x อยางเดยีว   
 ถา u(x,y)   เปนฟงกชันของ x อยางเดยีว เราเขียน u(x,y) = )x(μ  

ทําใหสมการ (11) กลายเปน 
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 สมการ (12) จะมีความหมายเมือ 
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เปนฟงกชันของ x อยางเดยีว และจะทําให สมการ (12) เปนสมการเชงิอนุพันธสามัญระดับขั้นหนึ่ง

ที่จะหา ได โดย   )x(μ dx
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กรณีท่ี 2  u(x,y)   เปนฟงกชันของ  y อยางเดียว  ก็สามารถพิจารณา u(x,y)  ไดในทํานองเดียวกัน           
  จาก กรณีที่1 และ กรณีที่ 2 ทาํใหได ทฤษฎบีท ตอไปนี ้
 
ทฤษฎีบท 2.4.2  ถาสมการ  M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0   มีคุณสมบัติวา 
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1  =  f(x)  เปนฟงกชันของ x อยางเดยีวแลว 

  u(x)  =     จะเปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต 
พิสูจน    u(x) จะเปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต ถา  u(x)M(x,y) dx + u(x)N(x,y) dy = 0 เปนสมการ
แมนตรง  

 นั่นคือ จะแสดงวา  
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∂
∂   + N(x,y) 

x
)x(u

∂
∂  

                      =  u(x) 
x

)y,x(N
∂

∂  + N(x,y) 
x

e xd)x(f

∂
∂ ∫

   

                      =  u(x) 
x

)y,x(N
∂

∂   + N(x,y)  f(x) 

               =  u(x) 

∫ dx)x(fe

x
)y,x(N

∂
∂    + N(x,y)u(x) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

x
)y,x(N

y
)y,x(M

)y,x(N
1   

                      =  u(x) 
y

)y,x(M
∂

∂  

 ดังนั้นเราจึงไดวา   u(x) M(x,y) dx + u(x) N(x,y) dy = 0  เปนสมการแมนตรง 
 นั่นคือ  u(x)  เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของ  M(x,y) dx + N(x,y) dy  =  0    # 
 
 
 
 
ทฤษฎีบท 2.4.3   ถาสมการ  M(x,y)dx+N(x,y)dy = 0   มีคุณสมบัติวา 

        ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

y
)y,x(M

x
)y,x(N

)y,x(M
1 =   g(y)  เปนฟงกชันของ y อยางเดยีว 

แลว   จะเปนตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตของสมการ M(x,y) dx + N(x,y) dy  =  0 
พิสูจน   ใชการพิสูจนทํานองเดียวกับทฤษฎีบท  2.4.2           # 
ตัวอยาง 2.4.8   จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ  (x

∫= dy)y(ge)y(u

2 + y2 + x) dx + xy dy = 0  (13) 

วิธีทํา   เพราะวา      
y∂
∂  (x2 + y2 + x) = 2y  และ  

x∂
∂ xy   =  y     สมการนี้ไมใชสมการแมนตรง 

      แต   
xy
1 (2y - y)  =  

x
1   =   f(x)  ดังนั้น  ∫ dx)x(f   =  ln x 

             และ        =   =  x 
      ดังนั้นจากทฤษฎีบท 2.4.2      x เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรต 
      นํา x คูณสมการ (13) ตลอดจะได 
        (x

∫ dx)x(fe xlne

3 + x y2  + x2)  dx + x2 y dy    =  0 



        (x3 + x2) dx + ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2
yxd

22

      =  0 

 อินทิเกรต      
2
yx

3
x

4
x 2234

++    =  C1 

 หรือ           3x4 + 4x3 +  6x2y2      =  C                  # 
ตัวอยาง 2.4.9  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ   
    (2xy4ey + 2xy3 + y)dx + (x2y4ey -x2y2 - 3x)dy = 0       (14) 

วิธีทํา   เพราะวา   
y∂
∂  (2xy4ey + 2xy3 + y)    =    8xy3 ey  + 2xy4ey + 6xy2 + 1 

 และ   
x∂
∂  (x2y4ey -x2y2 - 3x)  =     2xy4ey  - 2xy2 - 3 

 ดังนั้น สมการนี้ไมใชสมการแมนตรง 

แต  
yxy2exy2

)1xy6exy2exy83xy2exy2(
3y4

2y4y32y4

++
−−−−−−  = 

yxy2exy2
4xy8exy8

3y4

2y3

++
−−−  

=   
y
4−    =   g(y) 

ดังนั้น     =  - 4 ln y     และ       =  =  y∫ dy)y(g ∫ dy)y(ge yln4e− -4  

     นํา   y-4   คูณสมการ(14) ตลอดจะได 
      (2xey + 2xy-1 +y-3)dx + (x2ey - x2y-2 - 3xy-4)dy     =  0 
      (2xeydx + x2eydy )+ (2xy-1dx - x2y-2 dy )+ (y-3dx - 3xy-4) dy ) = 0 
           d(x2ey )+ d(x2y-1)+ d(xy-3)  =  0 
 อินทิเกรตได      x2ey +  x2y-1 +  xy-3   =  C            # 



แบบฝกหัด 2.4 
   จงทดสอบวาสมการใดเปนสมการแมนตรง และถาเปนสมการแมนตรงใหแกสมการหาผล
เฉลยดวย 
 1) (x - y)dx - x dy  =  0        2

 2) y(x - 2y)dx - x dy  =  0       2

 3) (x + y )dx + xy dy =  0         2 2

 4) (x + y cos x)dx + sin x dy = 0   

 5) dx -  22 xa − dy  =  0        

 6) 2(u + uv)du + (u + v2 2 2  )dv = 0   

 7) (2xy ex2y  + y2 exy2
 + 1)dx + (x2 ex2y  + 2xyexy2

  - 2y)dy = 0 

   จงหาตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตและหาผลเฉลยของสมการตอไปนี้ ในขอ 8) ถึง 11) 
 8) (2y - 3x) dx + x dy  =  0       

9) (x - y ) dx + 2xy dy  =  0   2

 10) (y2 cos x - y) dx + (x + y2 ) dy  =  0   

11) cos x dy  + (2y sin x - 3) dx = 0  

 12)     จงแสดงวา สมการเอกพันธ (Ax2 + Bxy + Cy2) dx  +  (Dx2 + Exy + Fy2) dy  =  0  
  จะเปนสมการแมนตรง ก็ตอเมือ  B = 2D  และ E = 2C  
 13)  ถา  M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0   เปนสมการเอกพันธ และ xM(x,y) + yN(x,y)    0  

   แลวจงพิสูจนวา 

≠

)y,x(yN)y,x(xM
1
+

เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของ

สมการเอกพันธ 
 
 
 
 



 14)จงหาเงื่อนไขที่จําเปน สําหรับฟงกชัน M(x,y) และ N(x,y) ที่ทําใหสมการเชิงอนุพนัธ  
     M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0  
มีตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตเปนฟงกชันของ  x + y จากนัน้จงหาตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตและ 
 หาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ   (5x2+2xy+3y3) dx  +  3(x2+xy2+2y3) dy   =  0 
  
 
15) จงแสดงวา ถาสมการเชิงอนุพันธ  M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 มีคุณสมบัติวา    

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂

∂
−

∂
∂

+ y
)y,x(M

x
)y,x(N

)y,x(yN)y,x(xM
1 เมื่อ f เปนฟงกชันของ xy แลว ตัวประกอบเพื่อ

อินทิเกรตคือ 
∫ du)u(fe    เมื่อ  u = xy  จากนั้นจงหาตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตและหาผลเฉลยของ 

 สมการเชิงอนุพันธ    (y2 + xy + 1) dx  +  (x2 + xy + 1) dy  =  0 



  
2.5  สมการเชิงเสนอันดับหนึ่ง และ สมการแบรนูลลี (First  order Linear Equations and 
Bernoulli Equations) 
         
จากนยิาม 1.6 สมการเชิงอนุพันธสามัญเชิงเสนอันดับ n คือสมการเชิงอนุพันธสามัญที่สามารถ
เขียนอยูในรูป 

 an(x) y(n)   +  an-1(x) y(n-1)   + ... +  a1(x) y'  +  a0(x) y   =   f(x)  (15) 

เมื่อ an(x) ,  an-1(x) , ... ,  a0(x)   และ  f(x) เปนฟงก็ชันทีน่ิยามบนชวงใดชวงหนึ่งของจํานวนจริง 

และ an(x)  

ดังนั้น เมื่อ n = 1 สมการ(15) จะกลายเปน  a1(x) y'  +  a0(x) y   =   f(x)   (16)

 เมื่อ a1(x)  ,  a0(x)  และ  f(x) เปนฟงกชั็นที่นิยามบนชวงใดชวงหนึง่ของจํานวนจริง และ 

a1(x)   

 เมื่อ a1(x)    จะจดัสมการ(16) ใหมเปน   y'  +  

0≠

0≠

0≠
)x(a
)x(a

1

0    y    = 
)x(a
)x(f

1

     

 หรือ  y'   +   P(x) y   =   Q(x)            เมื่อ P(x)  =    
)x(a
)x(a

1

0    และ Q(x) =  
)x(a
)x(f

1

  

ทฤษฎีบท2.5.1      จะเปนตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตของสมการเชิงเสน 

         

∫ dx)x(Pe

dx
dy + P(x)y  =  Q(x)   (17) 

และผลเฉลยของสมการ คือ   y   =    ∫ dx)x(Pe [ ]cdxe)x(Q dx)x(P +∫ ∫   เมื่อ C เปนคาคงตัวไม

เจาะจง 
พิสูจน   จัดสมการ(17)  จะได (P(x)y - Q(x))dx  +  dy      =  0   (18) 

 เนื่องจาก        
y∂
∂  (P(x)y - Q(x))  =  P(x)    และ    

x
1
∂
∂  = 0   

ดังนั้น  จากทฤษฎีบท  2.4.2   จะได     เปนตัวประกอบเพื่ออินทิเกรตของสมการ (18)   
 จึงไดวา  (P(x)y - Q(x))   dx    +    dy         =     0 
  เปนสมการแมนตรง   จัดรูปใหมจะได 
    dy +  P(x) y dx   - Q(x)  dx       =     0 

∫ dx)x(Pe
∫ dx)x(Pe ∫ dx)x(Pe

∫ dx)x(Pe ∫ dx)x(Pe ∫ dx)x(Pe

       d (y )   -   Q(x)  dx          =      0 
  y   -                =     C 

              ดังนัน้      y    =     {

∫ dx)x(Pe ∫ dx)x(Pe
∫ dx)x(Pe dxe)x(Q dx)x(P∫ ∫

∫− dx)x(Pe dxe)x(Q dx)x(P∫ ∫ +C } 



              จึงเปนคําตอบของสมการเชิงเสน   
dx
dy   + P(x)y   =  Q(x)    # 

ตัวอยาง 2.5.1    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ   
dx
dy    +  2xy   =   4x   (19) 

วิธีทํา  ในที่นี้  P(x)  =  2x   และ  2xdx)x(P =∫
         ดังนั้นตวัประกอบเพื่ออินทิเกรตคือ       นําไปคูณสมการ (19)  
 จะได  dy  +  (2xy - 4x)  dx    =   0 
    dy  +  2xy  dx  - 4x  dx   =   0 

2xe
2xe

2xe
2xe

2xe
2xe

                            d(y  )   =   2xe ∫ dxxe4
2x  

                                     y       =    2   + C 
                        y       =    2 + C  
หรือจะหาจากสูตร 
                y    =     {

2xe
2xe

2xe−

∫− dx)x(Pe dxe)x(Q dx)x(P∫ ∫ +C } 

                    =    2xe− [ ]cdxxe4
2x +∫   

                    =   2xe− [ ]ce2
2x +      

                    =    2 + C       # 

ตัวอยาง 2.5.2    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ   x 

2xe−

dx
dy =  y + x3 + 3x2 - 2x  

วิธีทํา   จัดรูปสมการใหม ได      
dx
dy -  

x
1 y   =  x2 + 3x - 2 

 

     ดังนั้น          =   ∫ dx)x(P ∫ − dx
x
1      =  - ln x 

                    =     =    ∫ dx)x(Pe xlne−

x
1  

     ดังนั้นผลเฉลยคือ     y  =   ( xlne ( ) Cdx)2x3x
x
1 2 +−+∫  ) 

                   =   x ( 
2

x 2

 + 3x - 2  ln  x + C) 

                   =     
2
x 3

  + 3x2 - 2x ln x + Cx             # 

  
 
 
 
 



สมการของเบอรนูลลี (Bernoulli's Equations) 

 สมการเชิงอนุพันธที่อยูในรูป   
dx
dy    +  P(x) y   =  Q(x) yn      (20)      

   เมื่อ  n  เปนจาํนวนจริงใด ๆ จะเรียกวา  สมการของเบอรนูลลี    
 ซ่ึง สมการของเบอรนูลลี ในกรณีที่ n = 0 หรือ 1 จะเปนสมการเชิงเสนอันดับหนึ่ง 
ในกรณีที่  n  1 สมการเบอรนูลลี สามารถเปลี่ยนเปนสมการเชิงเสนอันดับหนึ่งไดโดย 

เปลี่ยน สมการ (20) เปน        y

≠

-n  
dx
dy   + y1-n P(x)       =      Q(x)    (21) 

 ให      v    =  y1-n    ดังนั้น     
dx
dv             =       (1-n) y -n 

dx
dy    

 แทนในสมการ(21)จะได          
dx
dv

n1
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

   +  P(x) v         =     Q(x) 

            
dx
dv  +  (1-n) P(x) v    =     (1-n)Q(x) 

 ซ่ึงเปนสมการเชิงเสนอันดับหนึ่งในตัวแปร x และ v  
 

ตัวอยาง 2.5.3    จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธ   
dx
dy    + y  =    xy3   (22) 

วิธีทํา               จัดสมการ(22)ใหมเปน       y-3

dx
dy  + y-2    =    x   (23) 

  ให v = y-2  ดังนั้น       
dx
dv      =    -2y-3

dx
dy  

  แทนในสมการ(23) ได         
dx
dv

2
1
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −   +  v    =   x 

      
dx
dv    -  2v       =  -2x 

  ดังนั้น         v    =  [ ]Cdxe)x2(e dx)2(x2 +−∫ ∫ −  

                =  x  +  
2
1   +  c e2x 

    แต  v = y-2  ดังนั้น ผลเฉลยคือ 

      2y
1     =     x  +  

2
1   +  c e2x  # 

 
 
 
 
 



  
แบบฝกหัด 2.5 
     จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตอไปนี้ 

   1) (x - 2) 
dx
dy     =  y + 2(x - 2)3    

  2) x3  
dx
dy    + (2 - 3x2)y   =   x3    

 3) y ln y dx + (x - ln y)dy   =   0   

 4) 
dx
dy   -  y   =   xy5    

 5)  
dx
dy    +  2xy + xy4   =   0  

 6)  
dx
dy  + y   =   y2(cos x - sin x) 

 7) 
dx
dy   + y tan x  =  cos x  

 8)  cos t dr + (r sin t - cos4 t ) dt  =  0 
 9) x dy -  { y + xy3(1+ ln x )} dx   =  0 
 
  จงหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพันธตามเงื่อนไขที่กําหนด  

 10) 
dx
dy   +  3x2y  =  x2   ,  y(0)  =  2  

 11) 2x(y + 1) dx  -  (x2 + 1) dy  =  0 , y(1)  =  -5 

 12)  x 
dx
dy   + y   = 3)xy(       ,  y(1)  =  4 

 13)  
dx
dy      +  y  =  f(x)     เมื่อ       โดยที่     y(0)  =  0 

 14) (x + 2) 

⎩
⎨
⎧

≥
<≤

=
1x0

1x02
)x(f

     if       

   if       

dx
dy    +  y  =  f(x)   เมื่อ   โดยที่   y(0)  =  4 

 
⎩
⎨
⎧

≥
<≤

=
2x4

2x0x2
)x(f

     if       

   if       


